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Zusammenfassung

Die Arbeit befaft sich mit der Untersuchung der Termordnung in freien Monoiden. Oder anders
ausgedriickt um Worter {iber einem bestimmten Alphabet angereichert mit Variablen. Es werden
drei Ergebnisse iiber Normalisierung, Matching, Generalisierung und Unifikation in dieser Algebra
vorgestellt. Aber es stehen die Themen Normalisierung und Generalisierung im Vordergrund.

Der vorgestellte Unifikationsalgorithmus ist eine Variation des Verfahrens von Plotkin zur Unifika-
tion unter Giiltigkeit des Assoziativgesetzes ([Plot72]) und bleibt so im Grunde unkonstruktiv. Er
dient aber auch nur als Hilfsmittel und Motivation fiir die konstrukiven Algorithmen zur Generali-
sierung und dem Matching, die im Laufe dieser Arbeit entwickelt wurden.

Die hier erérterten Normalisierungsverfahren gehen {iber eine Klammernormalform hinaus und er-
lauben die Entscheidung der Gleichheit von Wértern mit Variablen, indem sie eine bis auf Varia-
blenumbenennung eindeutige Normalform minimaler Linge erzeugen.

Soweit es sich bei den vorgestellten Sétzen um konstruktive Existenzaussagen handelt, wird auch
auf entsprechende Algorithmen und deren Komplexitit eingegangen.






Ich versichere, die Arbeit selbstédndig ohne fremde Hilfe und nur unter Bezugnahme der aufgefiihrten
Quellen angefertigt zu haben.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Arbeit beschéftigt sich mit einem dem Informatiker und Mathematiker wohlvertrauten Gebiet;
mit Wortern iiber einem festen Alphabet. Diese fundamentale Datenstruktur der freien Monoide
spielt eine wichtige Rolle in weiten Gebieten der theoretischen Informatik und der Mathematik.
Insbesondere ist sie die Grundlage fiir die Definition einer Sprache im Gebiet der formalen Sprachen
und schlieBlich ist jeder Text, syntaktisch, gesehen ein Wort iiber einem endlichen Alphabet.

Was uns hier besonders interessiert, sind aber nicht nur die reinen Worter, von denen man in
anderem Zusammenhang auch als Strings oder Zeichenketten spricht, sondern es soll zusétzlich

auch erlaubt sein, bei der Bildung von Wértern Variablen zu benutzen. Dabei bedeutet z.B. ,zaz“:

(343

»Am Anfang und am Ende steht dasselbe und in der Mitte ein ,a‘“.

Auf solchermaflen ausgestattete Worter lassen sich Variablensubstitutionen anwenden, und man
erhélt eine Art Subsumptionsordnung. Die Suche nach Infima und Suprema beziiglich dieser Ord-
nung ist gleichbedeutend mit Anti-Unifikation und Unifikation.

Diese Untersuchungen haben ,per se“ eine direkte Anwendung in Termersetzungssystemen, bei de-
nen man die Assoziativitdt und die Existenz eines neutralen Elementes nicht als Regeln formulieren
will, sondern sie aus dem Ersetzungsmechanismus herausnimmt und stattdessen A1-Unifikation und
Al1-Matching braucht.! Analoges gilt fiir Beweiser, die in einer assoziativen Theorie mit neutralem
Element rechnen.

Im anderen Teil der Diplomarbeit geht es um die semantische Struktur der Worter selbst. So sind
z.B. die Worter ,zyzy und ,zz“ semantisch gesehen gleich.? Die Aufgabe einer Normalisierung
ist es nun, unter jeweils gleichen Wortern eines stellvertretend fiir alle auszuwéhlen. Meistens, so
auch hier, besteht der Normalisierungsvorgang nicht aus einem Schritt. Vielmehr gelangt man durch
schrittweise Vereinfachung vom Ausgangswort zu immer einfacheren Wortern, um schliefllich bei
der Normalform anzugelangen. Derartige Simplifikationskalkiile werden fiir Wérter mit Variablen
betrachtet und fithren zu einem Entscheidungsverfahren fiir die Gleichheit von Wértern.

Am Anfang der Diplomarbeit stand die Suche nach einer Existenzaussage oder einem Algorithmus
fiir Generalisierungen von Termen modulo der speziellen Theorie der freien Monoide.

Das Pendant zu diesem Problem, die Unifikation in Halbgruppen, erwies sich als duflerst komplex,
und der bekannte Lésungsansatz (siche [Maka77] und [Jaff90]) von Makanin lieB sich nicht ohne
weiteres auf dieses Problem iibertragen. Auf der Suche nach einem einfacheren Zugang zur Unifika-
tion erwies sich die Beschéftigung mit dem Problem der gréften gemeinsamen Zeichenfolge zweier

L A1 ist eine Abkiirzung fiir die Giiltigkeit des Assoziativitatsgesetzes und der Existenz eines neutralen Elementes.
Siehe zum Beispiel [Siek89] fiir eine allgemeine Nomenklatur.

2Um diese Aussage zu verifizieren betrachte man die Substitution o := {z/e, y/z, z/zy} (,,€* bezeichne das leere
Wort), die wechselseitig das eine Wort in das andere iiberfiihrt.
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Worter als sehr fruchtbar. Eine Ubertragung des Losungsverfahrens auf Wérter mit Variablen lie-
ferte dann ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir die Unifikation. Im Nachhinein stellte sich dieser
Ansatz als eine Variation des Algorithmus von Plotkin zur Unifikation mit einem assoziativen Funk-
tor heraus (siehe [Plot72]). Demgegeniiber arbeitet das hier vorgestellte Verfahren nur mit einem
bindren assoziativen Funktor, bezieht aber zusétzlich die Existenz eines neutralen Elementes mit
ein.

Durch eine Spezialisierung des Unifikationsalgorithmus, indem das Matching zweier Terme als ein-
seitige Unifikation betrachtet wird, lief} sich dann eine Entscheidungsprozedur fiir das Matchingpro-
blem angeben. Damit war der Grundstein gelegt fiir einen Generalisierungsalgorithmus. Es fehlte
nur noch ein Verfahren, alle relevanten Worter, von denen ein gegebenes Wort eine Instanz ist,
aufzdhlen zu konnen. Ein einfaches kombinatorisches Lemma lieferte dann das fehlende Argument.

Waihrend der Beschéiftigung mit Unifikation und Generalisierung entstand die Frage nach einer
Normalform, denn syntaktisch unterschiedliche Worter konnen dieselbe semantische Bedeutung

haben.

Der Weg fithrte dann von einer weniger konstruktiven, mehr auf semantischer Ebene arbeiten-
den Normalisierung iiber die Charakterisierung von Fixpunkten von Variablensubstitutionen zu
einer rein syntaktischen Vereinfachungsvorschrift. Beide Simplifikationsalgorithmen stimmen inso-
fern iiberein, daf} sie dieselbe Normalform erzeugen.

1.1 Ubersicht

Das erste Kapitel liefert eine exakte Definition von Wortern mit Variablen und darauf aufbauend ei-
nige kleinere Sétze. Das néchste Kapitel ist der Normalisierung gewidmet und ist relativ unabhéngig
von den folgenden. Danach folgen zuerst einige Betrachtungen zu Wortern ohne Variablen und der
langsten gemeinsamen Zeichenfolge, worauf aufeinander aufbauend die Unifikation, das Matching
und schlieBlich die Generalisierung behandelt werden.

Worter mit oder ohne Variablen werden mit I, r, s, u, v, w gekennzeichnet. a,b,¢,... stehen nor-
malerweise fiir Konstanten, wogegen z, y, z Variablen bezeichnen und Variablensubstitutionen mit
kleinen griechische Buchstaben A, §, o geschrieben werden.



Kapitel 2

Grundlegende Definitionen

Als erstes muf wie allgemein iiblich der Rahmen fiir die weiteren Untersuchungen abgesteckt wer-
den. Es folgt eine Beschreibung des Diskursbereichs, dem sich einige spdter bendtigte unmittelbare
Folgerungen anschliefien.

In algebraischer Sprechweise bilden ,,Worter und die Konkatenation ein freies Monoid!.

Dies ist die kleinste Algebra iiber einem festen Alphabet mit einem binaren Operator ,,-“ und einer
ausgezeichneten Konstanten e, die folgenden Gleichungen genitigt:

Vu,vw: (u-v)-w = u-(v-w) ( Assoziativitit )
Yu : u-€ = €-u
= u ( Neutrales Element )

Um die Entscheidbarkeit dieser Gleichheit zu zeigen, wird ein Termersetzungssystem 2 eingesetzt:

Definition 2.1

Mon=Mon(V, §) sei die Menge der Terme, aufgebaut aus dem einzigen Funktionssymbol
» (zweistellig), den Konstanten {e¢} US und den Variablen V, wobei V als mindestens
abzéhlbar unendlich vorausgesetzt wird. Tpo, = TMon(V.S) sei das Termersetzungssy-

stem {iber Mon mit folgenden Ersetzungsregeln:

(x-y) -z = z-(y-2) (2.1)
r-€e u= =T (2.2)
€-x u= =x (2.3)

wobei z,y,z€V.

Wie gleich gezeigt wird, ist Ty, vollstindig. Dadurch wird eine Normalform definiert, die aber
nur eine Klammernormalform mit Weglassen von ,,e* darstellt. Deshalb sei hier ausdriicklich dar-
auf hingewiesen, dafi diese Normalform noch nicht ausreicht, um die Gleichheit von Wortern mit
Variablen zu entscheiden.? Sie sollte deshalb auch nicht mit der im nichsten Kapitel definierten
Normalform verwechselt werden.

1Eine algebraische Definition eines freien Monoides findet man zum Beispiel in [Jac185] auf Seite 68. Dort wird
auch die Eindeutigkeit bei festem Alphabet — bei Jacobson sind das die generators — gezeigt.

2Beziiglich Termersetzungsysteme sei auf [DeJo90] verwiesen.

3Es muf natiirlich noch definiert werden, was unter Gleichheit von Wérten zu verstehen ist. Aber mit der bisherigen
Definition einer Normalform sind die Wérter z, y und zy alle paarweise verschieden, obwohl sie eigentlich alle dasselbe
Wort beschreiben.
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Lemma 2.2 TMon ist vollsténdig. ‘

Beweis: Mit der Abbildung n von der Termalgebra in die natiirlichen Zahlen und der dadurch
induzierten Reduktionsordnung erweist sich das System als noethersch:

n(a) = 1 fir alle Konstanten (inklusive ¢)
n(u-v) = 2-n(u)+n(v) fir alle Terme u, v € Mon

Denn fiir alle z, y, z € Mon gilt:

1. n(z) > 0.
2. n((z-y)-=2) i:i 2n(z - y) + n(z) et 4n(z) + 2n(y) + n(z)
ii 2n(2) + 2n(y) +n(z) = 2n(z) +n(y- )

3. n(z-€) = 2n(z)+ n(e) 2ef 2n(z) + 1 > n(z).

4. n(e-x) = 2n(e) + n(x) Def 2+ n(x) > n(x).

Nun ist noch die Konfluenz zu zeigen, wobei hier wegen der Noetherschheit die lokale Konfluenz
genligt. Die Betrachtung der kritischen Paare fiihrt zu:

(1) mit (1):

(1) innen (1) (
= a-(b-¢))-d == a-((b-c)-d) =
W”“*d{%@“(( ! (J;@dﬁz}”@“dn

2
a-b)-e » T - a-b
( ) :(]:) a-(b-e) :(:2:)
(1) mit (2): (a-€)-c { (
(€-b)-c {
(2) (

(1) mit (2):

(1) mit (3):

@
a-c
:1: a-(e-c) (2

)

3)

T b-c
2 e-(b-e) :(:2

oder (3)
(2) mit (3): e e Do),

(

Weitere nichttriviale Uberlagerungen oder kritische Paare gibt es nicht. |

Definition 2.3

Die durch Tyen(y,s) erzeugte Gleichheit sei mit = bezeichnet.




KAPITEL 2. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN 9

Um den Notationsaufwand nicht zu sehr anwachsen zu lassen, wird die Notation aus dem Bereich
der reguldren Ausdriicke iibernommen, deren Syntax sich im Anhang A.1 findet. Insbesondere wird
die Konkatenation zweier Worter nicht mehr mit ,,-“ bezeichnet. Der Einfachheit halber werden
dann die Worter hintereinander geschrieben. Also uv statt u - v.

Definition 2.4

Zu einer beliebigen Menge von Konstantenzeichen § und einer unendlichen Menge von

Variablen V, mit VNS = ), definiere A = A (S, V) := (SUV)"

Mit dem vorigen erhélt man also A = Mon(V, 8)/=. Fiir diese Wérter werden nun einige einfache
Funktionen und Relationen definiert:

Definition 2.5

1. Fiir alle u,v € A:
(a) |u] := ,Ldnge von u®.
(b) u<v & |ul < |v|
(c) uCwv :& L reA: lur=v.

2. Fiir alle u € A sei
(@) Vuy:={z eV |3l reA: lar=u}.
(b) Su:={seS|FL,reA: Isr = u}.

3. Die Anzahl der Vorkommen #(z, w) eines Alphabetzeichens z € V U S in einem
Wort w € A, mit #:(VUS)xA — IN, wird rekursiv definiert als:

(a) #(z,¢) = 0.
(b) #(z,yv) 1= #(z,v), firy e VUS\{z}.
(¢) #(z,2v) := #(z,v) + 1.

Besteht zwischen zwei Wértern u,v € A der Zusammenhang v C v, so bedeutet dies, dafl u ein
Teilwort von v ist. Eine andere Bezeichnung dafiir ist Suffiz. Dieser Begriff ist wohl zu unterscheiden
vom Begriff der Teilfolge, der in Kapitel 4 eingefiihrt wird. Ist ein Wort u Teilwort eines Wortes
v, ensteht u aus v, indem man ein beliebiges Anfangs- und Endstiick von v wegstreicht. Demge-
geniiber ist u eine Teilfolge von v genau dann, wenn u durch Streichung beliebig vieler (auch von
keinem) Buchstaben aus v hervorgeht. Damit wird der Begriff der Teilfolge genau wie in der Analysis

verwendet.

Bis jetzt haben die Variablen noch keine besondere Rolle gespielt. Auf dem Weg, ihre Bedeutung
niher zu fassen, st6B8t man auf folgende informale Definition:*

Variablen reprisentieren eine unbekannte Grofle.

Oder anders formuliert, man kann fiir eine Variable ein beliebiges Objekt des gegebenen Diskurs-
bereiches einsetzen. Dieser Einsetzungsmechanismus entspricht auf formaler Seite dem Anwenden

4In der Analysis wird man eher auf die Defintion treffen, daB eine Variable eine Verinderliche ist.
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von Substitutionen. Dies ist zum Beispiel auch der Blickwinkel, aus dem der Lambdakalkiil Varia-
blen sieht, und man wird in der Mathematik viele weitere Beispiele antreffen, die diese Sichtweise
unterstiitzen.

In allen Gebieten, die Variablen so betrachten, besteht dann ein erster Schritt zur Klarung der Se-
mantik von Variablen in der Einflihrung von Variablensubstitutionen, man denke 7z.B. an die Regel
zur B-Reduktion im Lambdakalkiil. Deren Einfiihrung geht eine exakte Definition von Variablen-
substitutionen voraus.

Definition 2.6 (Substitutionen und Subsumptionsordnung)

1. Fiir alle 0:V — A, definiere die Fortsetzung von o auf A auf natiirliche Weise durch:

(a) o(e) = e
(b) o(au) := ao(u) firaeS.
(¢) o(au) := o(a)o(u)fir a € V.

2. Vu,veN:u<v & Fo: Vo Amito(u) = .

3. VuveA:u=v & Jo,m: VoA mito(u) = v und 7(v) = u.

Dieser zuletzt definierten Relation ,=“ gilt das Hauptinteresse dieser Arbeit. Sie stellt quasi die
semantische Gleichheit von Wortern mit Variablen dar, der die mehr syntaktischere Gleichheit ,=*
gegeniibersteht. Auf der anderen Seite ist ,=“ die durch die nicht antisymmetrische Priordnung
»<“induzierte Aquivalenzrelation, wie Lemma 2.8 zeigt. So wird sich ein weiterer Schwerpunkt der

Arbeit mit dem Studium von ,,<“ beschéftigen.

Der Begriff Gleichheit ist im Falle der semantischen Gleichheit mit Vorsicht zu genieflen, weil sie
die Kongruenzeigenschaft nicht erfiillt (siche 2.8). Als Aquivalenzrelation stellt sie eine Erweiterung

von ,,=“ dar, und dies sollte sich auch in einer dhnlichen Namensgebung niederschlagen.’

Definition 2.7 (Semantische und Syntaktische Gleichheit)

Zwei Worter u, v aus A heiflen syntaktisch gleich genau dann, wenn u = v. Gilt nur u = v
so heiflen sie semantisch gleich.

Als Parallele hierzu betrachte man die klassische Definition des Termverbandes tiber einer festen
Signatur . Die syntaktische Gleichheit entspricht dort der Gleichheit in der freien Termalgebra
iiber X. Die damit vertrégliche semantische Gleichheit wird nun auch {iber Substitutionen definiert,
entsprechend wie es hier geschehen ist. Man erhélt auf genau die gleiche Weise folgende Aussage:

Lemma 2.8

= ist eine Aquivalenz- aber keine Kongruenzrelation iiber A.

5Es mag verwunderlich sein, da8 eine Aquivalenzrelation, die die Erweiterung (im Sinne einer Mengeninklusion)
einer Kongruenzrelation darstellt, keine Kongruenzrelation zu sein braucht. Dies liegt an der logischen Struktur der
Bedingung fiir die Kongruenzeigenschaft, nimlich Vu,v,r,s € At u =gp v, r =xkr 8 = u-r =gpr v 5. Im Falle
einer Erweiterung kann nun die Primisse éfters zutreffen und dabei die Konklusio falsch sein.



KAPITEL 2. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN 11

Beweis:

Reflexivitdt: Wihle 7 := o :=id.

Symmetrie: Vertausche 7 und o.

Transitivitéit: Sei u = v und v = w, dann gibt es Substitutionen o1, 02, 71, 72:V — A, so daf
o1(u) = v, 1(v) = u, o2(v) = wund r(w) = v

Nun definiere ¢ := 03 o 01 und 7 := 7 o 7. Dann gilt o(u) = o3(01(u)) = o2(v) = w und

(w) = 71 (m2(w)) = 71 (v) = u, woraus sich u = w ableiten 148t.

Keine Kongruenz: Es gilt z = y, aber nicht z -y =z - z.

Damit macht es Sinn, A/= zu schreiben, und A/= ist schlieBlich die mathematische Prézisierung
dessen, was hier unter Woértern mit Variablen verstanden werden soll:

Definition 2.9 Die Menge der Wérter mit Variablen sei definiert als A/=.

Mit obiger Bemerkung, daB ,=“ die durch ,<“ induzierte Aquivalenzrelation ist, hat man mit A/=
einen Bereich gefunden, auf dem ,<“ zur partiellen Ordnung wird.

Hier sind noch einige vergleichende Worte zur leeren Theorie (oben klassischer Termverband ge-
nannt) angebracht. Hat man eine Gleichungstheorie E vorliegen (vergl. [Ba91] oder [Pott89]), so
wird die Subsumptionsordnung auf Termen modulo F wie folgt definiert:

s<pt: Jo:o(s) =gt (2.4)

Dabei bedeute ,=g“ die durch £ induzierte Gleichheit iiber den Termen. Bei der klassischen Defi-
nition des Termverbandes spricht man von der leeren Theorie und setzt £ := {.

Aus ordnungstheoretischer Sicht haben alle diese Subsumptionsordnungen den Nachteil, keine rich-
tige partielle Ordnung, sondern nur Praordnungen zu sein. Sie sind ndmlich nicht antisymmetrisch,
denn schon im Falle der leeren Theorie gilt zwar z <y y und y <y z aber nicht z =j y. Um dieses
Defizit zu umgehen, betrachtet man eine Erweiterung von ,,=g“, ndmlich die durch ,<g* induzierte
Aquivalenzrelation:

s=gt & s<gt, t<gs (25)

Dies bedeutet auf der Termseite einen Ubergang zur Faktorstruktur modulo ,=g%. Mit anderen
Worten, man betrachtet statt reinen Termen nun Aquivalenzklassen.

In der leeren Theorie besteht bekanntermaBen eine Aquivalenzklasse von ,=4“ aus allen Termen,

die durch Variablenumbenennung auseinander hervorgehen.® Bei einer nicht leeren Theorie kommen
zu diesen mindestens noch die mittels ,=g“ vergleichbaren Terme hinzu. Aber leider ist das noch
nicht alles. Es kénnen zusétzlich noch mehr Wérter gleich sein, wie das Beispiel mit den Wortern

zyzy und zz von Seite 5 zeigt.

In der leeren Theorie ist die Lésung von Unifikations- oder Generalisierungsproblemen immer nur
Eindeutigkeit bis auf Variablenumbenennung. 7 Bei nicht leerem E mochte man also auch eine

siehe [Schm92].
7Ohne diese Einschrankung wire die Lésungsmenge eines Unifikationsproblems sogar im Falle der leeren Theorie
im allgemeinen nicht endlich.
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Normalform {iber den Termen haben, so dafi die Losungsmenge eines F-Unifikationsproblems bzw.
E-Generalisierungsproblems nur aus normierten, verschiedenen Termen besteht (Zwei Terme s und
t heiflen verschieden, wenn s #g t).

Fiir ein beliebiges £ und insbesondere auch in der speziellen Theorie A1 kann eine solche Nor-
malisierung, wie oben gezeigt, nur bis auf Variablenumbenennung eindeutig sein. Fiir £ =A1 ist
interessanterweise diese Bedingung zusammen mit der Forderung von minimaler Linge hinreichend
fiir die Normiertheit eines Wortes mit Variablen. Dieses Resultat und Algorithmen fiir die Be-
rechnung einer Normalform werden im néchsten Kapitel behandelt. Dafiir sind aber erst ein paar
Vorbereitungen notwendig;:

Das erste Lemma stellt klar, dafl die Fortsetzung einer Substitution von den Variablen auf ganz A
homomorph beziiglich der Konkatenation ist.

‘ Lemma 2.10 Yu,v €A, o: VoA o(uv) = o(u)o(v).

Beweis: Induktion iiber n := |u].

n = 0: |u| = 0 ergibt u = ¢, woraus folgt:
o(uv)

n~n+l: |ul=n+ 1. Dann ist u = zu’ mit z € YU S und:

o (uv)

Als néchstes steht die Teilwortbeziehung im Mittelpunkt. Spiter wird deren Antisymmetrie und die
Eigenschaft, unter Anwendung von Substitutionen erhalten zu bleiben, gebraucht.

Lemma 2.11
1. C ist eine partielle Ordnung.

2. Vu,v €A, 0: VoA uCv = o(u) Co(v).

Beweis von 2.11.1:

Reflexivitat: wihle [ :=r = e.

Transitivitit: Sei u C v und » C w. Dann gibt es [,I',r,7 € A, so dafi v = lur und w = l'vr'.
Damit folgt sofort w = I'lurr’, was u C w ergibt.

Antisymmetrie: Sel u C v und v C u. Dann gibt es [,I',r,7' € A, so da} v = lur und u = l'vr’.
Einsetzen ergibt u = I'lurr’ = ¢, woraus [ =1’ = r = r/ folgt. Somit ist u = v. [ |
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Beweis von 2.11.2: Sei also lur = v, dann folgt mit Lemma 2.10, da o(v) = o(lur) =
o(l)o(u)o(r), somit o(u) C o(v). ]

Fiir die Hiufigkeit des Vorkommens eines Buchstabens in einem Wort gilt auch eine Homomorphie-
eigenschaft. Dann macht man noch die Beobachtung, dafl nur Variablen durch die Anwendung einer
Substitution aus einem Wort verschwinden koénnen, sich also die Haufigkeit des Vorkommens einer
Konstanten durch Anwendung einer Substitution nicht verringert.

Lemma 2.12

1.Yu,v €A, z€VUS: #(z,uv)= #(z,u) + #(z,v)
2.Vu,v €A, z€VUS: #(, ) < #(z, uv)
JVueA, o: VoA z€ St #(z,u) < #(z,0(u))

“

Beweis von von 2.12.1: Ersetze im Beweis von 2.10 ,,0(“ durch ,#(z,“ und die Konkatenation

durch ,+“. |
Beweis von von 2.12.2: Folgt unmittelbar aus 2.12.1. |
Beweis von von 2.12.3: Induktion iiber n := |u].

n=0: #(z,\\u’/) = #(z,6) = #(z,a\(g)/)

=€

=€

n~n+1l: luj=n+1

(A) u= 2z, soist o(u) = zo(u') wegen z € §, und es gilt:

#(z,0(u)) = #(z,zo(u")) Def. #(z,0(u)) +1
Ind.-Beh.
> #(z,w)+1 = #(z,2v)
(B) u = uov!, uo € (VUS)\{z}, so folgt:
#(z,u) = #(z, uou) UoZ = #(z, )
Ind.-Beh. 2.12.2
< #(z,0(u)) <

#(z,0(uou'))

Durch den néchsten Satz wird die Beziehung von Wértern, die semantisch gleich sind, ein wenig
erhellt. Die Substitutionen, die das eine Wort auf das andere abbilden, kénnen ndmlich Variablen
nur durch konstantenfreie Wérter substituieren.

Satz 2.13

Seien u,v € A, o,7:V—> A mit o(u) = v und 7(v) = u, so gilt o, 7: V - V™.
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Beweis: (indirekt) Angenommen, es gibt I, r,s,1 € A, a € S, x € Vy, so daB u = lar, o(z) = sat.
Setzt man nun d := 7 o o, dann ist lzr ein Fixpunkt von § (6({zr) = lar) und es folgt

#aylar) "E' H(a,lr) “27 (a,d(r))

210w, 5(1)5(r)) P2 #(a, () + #(a,0(r)
< #a,8(1) + 14 #(a,d(r))

e #(a,6(1)) + #(a,a) + #(a,(r))

2:10 #(a,6(1)) + #(a, 7(s)at(t)) + #(a,d(r))

2?21 #(a, (1)) + #(a, 7(sat)) + #(a, (7))

=" F#(a,d(l)7(sat)d(r)) = #(a,d()r(o(x))d(r))
- ﬂa,?(z_)f(z)a(r) P21 (0, 8(lar))

was offensichtlich zu einem Widerspruch fiihrt. u

Die erste Aussage des néchsten Satzes lautet, dafl eine Substitution, die keine Variable eines be-
stimmten Wortes auf e abbildet, die Linge des Wortes auch nicht verkiirzt. Daran schliefit sich
sofort der dritte Teil an, der besagt, dafl fiir zwei semantisch gleiche Worter, von denen eines
kiirzer ist als das andere, jede Substitution, die das ldngere auf das kiirzere abbildet, mindestens
eine Variable durch ¢ ersetzen mufl. Dieses Ergebnis wird im néchsten Kapitel eine erste einfache
Normalisierungsvorschrift ergeben.

Die mittlere Aussage betrifft die Anzahl Variablen vor und nach der Anwendung einer Substitution.
Wird namlich keine Variable durch ein Wort, indem nicht mehr als eine Variable vorkommt, ersetzt,
so kann auch die Anzahl Variablen im Bildwort nicht grofler sein als die des urspriinglichen Wortes.
Dies ist ein Hilfsmittel, um die Injektivitét einer Variablensubstitution, die eine Variable wieder auf
eine Variable abbildet, zu zeigen, bildet also ein Hauptargument, wenn es um Variablenumbenen-
nungen geht.

Satz 2.14
1. Vu € A, 0:V—A gilt: falls Ve € Vo @ |o(2)| Z € gilt, dann ist |o(u)| > |ul.

2. Yu e A, o:V—A gilt: falls Ve € Vy, |V(,($)| < 1 gilt, dann ist |V(,(u)

< [Vl

3. Sei u,v € A mit u = v, |v|<|u| und o(u) = v, so ist o(z) = € fiir ein z € V,,.

Beweis von von 2.14.1: Induktion iiber n:=|ul.

n=_0: u=e¢ womit |o(u)| = |o(¢)| = |e] = |u].

n~n+l: jJul=n+1, u=z2v, c€eVUS:

Def.
|o(u)] = |o(zu')] =" lo(z)o(u')]
Vor.
= lo(2)[ + lo(u)] > 14 |o(u)]
Ind.-Beh.
> 1+ [u'] =[]

Jul
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Beweis von von 2.14.2: Der Beweis wird gefiihrt {iber die Linge von u. Sei also n := |u].

n=_0: u=e, VUZVU(U):Q).

n~>n+1: Sei also nun v = cu’, mit v’ € A, ¢ € YVUS. Falls nun z € S UV, gilt, dann ist
Vi = Vy und V(i) = Vo(ur)- Die Induktionsbehauptung auf u’ angewendet liefert nun die
Behauptung. Tm anderen Fall liegt ¢ in V\V,/ und V,, = {¢} U V... ® Somit:

Vow | = Voteuw) = Vo UVou
Ind.-Beh.
< |Vo(c)| + |Vo(u’)| < 1+ |vU’|
S——’
>1
Vor.
= Hedl+ Vurl = .

|
Beweis von von 2.14.3: Gilt fiir alle 2 € V,, dafi o(z) # € ist, so ist nach 2.14.1 auch |v| =
|

lo(u)| > |u|, im Widerspruch zur Voraussetzung.

8U ist die disjunkte Vereinigung zweier Mengen.



Kapitel 3

Normalisierung

3.1 Die Wahl einer Normalform

Bei der Beschiftigung mit einem abstrakten Datentyp bringt es oft Vorteile mit sich, eine Nor-
malform zu verwenden.! Je nach Definition der Normalform erfahren diese Vorteile eine andere
Ausprigung. Hier wird ein Standpunkt eingenommen, wie er dhnlich auch in [BuLi82] vertreten
wird. Man erwartet, dafl ein normalisiertes Objekt einfacher als das Ausgangsobjekt ist. Die Be-
ziehung einfacher mufl natiirlich mathematisch préazisiert werden und wird durch eine passende
partielle Ordnung auf der Menge der Objekte ersetzt. Damit 148t sich nun der Prozefl der Norma-
lisierung darstellen als eine schrittweise Vereinfachung des Ausgangsobjektes unter Beibehaltung
der semantischen Gleichheit. Von einer Normalform wird nun weiter gefordert, daf} sie eindeutig ist
und fiir jedes Objekt existiert. Hinreichend fiir diese beiden Forderungen sind Noetherschheit und
Konfluenz des Simplifikationsverfahrens.

Fiir Worter mit Variablen ist eine entsprechende partielle Ordnung leicht zu finden. Man nehme
die durch den Betrag, das heifit durch die Lénge eines Wortes, induzierte Relation ,,<“ aus Defini-
tion 2.6.1a. Die semantische Gleichheit soll das ,,=“ aus 2.6.3 sein. Die Noetherschheit der unten
beschriebenen Verfahren ergibt sich dann aus der Eigenschaft der Vereinfachungsregeln, die Worter
immer nur zu verkiirzen. Demgegeniiber wird sich die Konfluenz nicht direkt nachweisen lassen,
sondern es ist nur eine abgeschwéichte Form modulo Variablenumbenennung giiltig. So bekommt
man aber trotzdem eine Entscheidungsprozedur fiir die semantische Gleichheit an die Hand. Der
Test dafiir, ob zwei Worter mit Variablen semantisch gleich sind, besteht dann darin, fiir die beiden
Worter eine Normalform zu berechnen, und dann zu tiberpriifen, ob diese durch Variablenumbe-
nennung auseinander hervorgehen.

Normalisierung ist ein dhnlicher Vorgang wie das Rechnen in einem Kalkiil, zum Beispiel dem
Priadikatenkalkiil. An solch ein Kalkiil werden immer zwei Forderungen gestellt, ndmlich die der
Vollstindigkeit und Korrektheit. Dabei soll erstere bedeuten, daf} alles, was sich in einer Metaebene
folgern 148t, auch mit dem Kalkiil berechnet werden kann, wogegen die Korrektheit des Kalkiils
verlangt, daf er keine falschen Ableitungen zuldfit. Diese Nomenklatur soll auf obigen Simplifika-
tionskalkiil {ibertragen das folgende bedeuten:

Korrektheit einer Vereinfachungsvorschrift: Ein durch die Vorschrift abgeleitetes Wort ist
erstens tatséchlich einfacher als das urspriingliche Wort und zweitens sind die beiden Wérter
semantisch gleich.

1Vergleiche mit den Ausfiihrungen iiber Lsungsmengen von Unifikations- bzw. Generalisierungsalgorithmen auf
Seite 12.

16
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Vollsténdigkeit einer Vereinfachungsvorschrift: Jedes Wort, das semantisch gleich zu einem
Ausgangswort ist und nicht mehr zu vereinfachen, 148t sich auch durch (mehrmalige) Anwen-
dung der Vereinfachungsvorschrift aus letzterem herleiten.

Wie bei der Konfluenz gilt auch hier, daf sich die Vollstdndigkeit nur modulo Variablenumbenen-
nung zeigen lafit.

3.2 Variablenumbenennung

Als Vorbereitung fiir das folgende sind einige Resultate iiber Variablenumbenennungen nétig:

Definition 3.1
Fiir ein beliebiges u € A definiere:
1. m: V=V heifle Variablenumbenennung genau dann, wenn w injektiv ist.

2. m: V=YV heifle Variablenumbenennung auf U4 C V genau dann, wenn die Ein-
schrinkung |y von 7 auf U injektiv ist.

3. Vu,v € Atucv <= u<vund u=nw.
4. minc (u) := {v € A | vcu, Vo' € A mit v'co gilt vco'}.

5. Dy:i={z €V, |FveA, Fo,m: VoA, ou)=v, 7(v) = u, o(z) = €}.

Der Begriff der Variablenumbenennung ist v6llig analog wie im klassischen Fall der leeren Theorie
und bedarf wohl keiner ndheren Erlduterung. D, soll ein Maf} darstellen, ob ein Wort u noch weiter
vereinfachbar ist und ucv modelliert die Tatsache, dal 4 mindestens so einfach ist wie v. Mit der
Festlegung, dafl ein Wort vereinfachbar ist genau dann, wenn es ein kleineres semantisch gleiches
Wort gibt, bekommt man eine einfache Charakterisierung fiir die Vereinfachbarkeit eines Wortes:

u € A ist vereinfachbar <= D, # 0.

Die Richtung = liefert Satz 2.14.3. Die andere Richtung, von rechts nach links, wird durch 3.2.2
bewiesen. Dies erldutert auch die Bedeutung von minc (u) néher. minc (u) ist also die Menge der
Minima der semantisch gleichen Worter zu u beziiglich der Relation c. Statt der oben genannten
Definition fiir minc (u) hitte man auch die dazu équivalente Formulierung aus 3.2.1 nehmen kénnen.
Dieser sieht man aber den Minimumscharakter nicht so sehr an.

Satz 3.2
L. minc(u) ={veA|v=u YwecA: w=u=|v] < |w|}.

2. Dy =0 = u € minc(u).

3. Yw € A, u,v € minc(w) gibt es 0:V =V mit o(u) = v und o ist eine Variablenum-
benennung auf V,,.
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Beweis von 3.2.1:

»C“: vcu ergibt insbesondere v = u. Sei also nun w € A mit w = u so folgt mit der Transitivitét
von ,=% auch w = v. Falls nun schon |v| < |w]| gilt, so ist man fertig. Im anderen Fall gilt
|w| < |v| und damit auch wcwv. Die Voraussetzung liefert dann vCw, woraus insbesondere
|v| < |w| folgt.

»2%: Aus u = v folgt unmittelbar auch vCu, denn sonst wire |u| < |v|, was direkt der Voraussetzung
widerspricht. Sei nun weiter ein v/ mit v'cv gegeben. Mit der Transitivitidt von ,=% gilt nun
auch v/ = u, was mit der Voraussetzung |v'| < |u| ergibt. Die letzten beiden Gleichungen
zusammengenommen liefern dann vcv'.

Beweis von 3.2.2: Der Beweis wird jeweils tiber die Kontraposition der zwei Implikationen gefiihrt:

»=“1 Sei u ¢ minc (u). Da ,=“ reflexiv ist, hat man natiirlich v = u. Deshalb muf} es nach 3.2.1
ein w geben mit u = w aber |w| < |u|. Aus der Gleichheit bekommt man ein o:V— A, fiir
das o(u) = w gilt. Somit ist |o(u)| < |ul, also o(u) < u, was mit 2.14.3 ein & € V,, liefert mit
o(z) = e. Dieses z liegt damit in D,, womit sich diese Menge als nicht leer erweist.

»<=“: Sei nun z aus D, beliebig. Zu diesem z gibt es dann Substitutionen o, 7:V— A und ein Wort
v € A, so daf} die Gleichungen o(u) = v, 7(v) = u und o(z) = € erfiillt sind.

Nun definiere v’ := {z/c}u, womit sich o(u') = (¢ o {z/€})(u) = o(u) = v nachrechnen 148t.
Weiter gilt: (7 0 o)(u') = 7(0(v')) = 7(v) = u, und damit v = »’ und |[v/| < |u|, da z € V,,.
Ein Blick auf die Definition von minc (u) ergibt schlielich u ¢ minc (u).

Beweis von 3.2.3: Aus u,v € minc (w) folgt insbesondere, dafl es 7,0:V— A gibt, fiir die o(u) =
v, 7(v) = u gilt. Fiir alle 7 und o, die diese Gleichungen erfiillen, wird nun nacheinander gezeigt:

1. o,7: V=V gilt nach 2.13.
2. Yz € Vy: o(x) # e: Sonst wire D, # ) und damit nach 3.2.2 u ¢ ming(u) = ming(w).

3. Yy €V, :0(y) £ €: analog zu 2.

4. Ve € Vy,y € Vy:o(x),7(y) € V: Definiere d := 7 0 0, so ist §(u) = u (u ist Fixpunkt von d).
Angenommen es gibe ein x € V,, mit |o(x)| > 2, dann gibt es [, € A, so dafl u = lxr. Da T
keine Variable auf ¢ abbildet, gilt auch |d(z)| > 2 und es folgt:

[6(ler)| = |lar|
= |o(Ir)|+6(z)] = |lr|+1
——’
>2
_— a(lr)] < |ir].

Nach 2.14.1 mu8 es ein 2 € V. C V,, geben, so daff §(z) = €. Dies ist fithrt zum Widerspruch
zu Punkt 2, da die Voraussetzungen des Satzes auch auf § zutreffen.

5. o, 7 sind injektiv auf V,: Zeige o injektiv: angenommen es gibt z,y € V, mit z #Z y aber
o(z) = o(y). Definiere W := V,\{#, y}. Nach dem vorangehenden ist sowohl o(z) als auch
o(y) eine Variable, und man rechnet nach:

|vU| - |va(u)| |U({T7y}) UU(W)l
= lo({z D)+ W] = 14 |W|
2+ W] [Val

A
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Ein Blick auf Satz 2.14.2 liefert dann ein z € V,, mit |V, (z)| > 1 im Widerspruch zu 3. Der
Beweis fiir die Tnjektivitit von 7 geht véllig analog.

Korollar 3.3

Yw € A, u,v € minc (w) gibt es eine Variablenumbenennung ¢:V =V mit o(u) = v.

Beweis: Nach 3.2.3 bekommt man eine Variablenumbenennung 7’ auf V, mit der gewiinschten
Eigenschaft: 7/(u) = v. Nach Satz A.5 gibt es dann eine injektive Erweiterung = von 7’ auf ganz V.
]

Mit anderen Worten bedeutet dies, daf} sich semantisch gleiche Wérter, die nicht mehr zu vereinfa-
chen sind, nur bis auf eine Variablenumbenennung unterscheiden.

3.3 Die Simplifikationsvorschrift

Bei der Suche nach einer passenden Simplifikationsvorschrift hilft Satz 2.14.3 weiter und fiihrt zur
folgenden Definition einer ersten Vereinfachungsvorschrift:

Definition 3.4

Sei u,v € A, so schreibe ubgv <= FJz € A, F0:V—A, so daB {z/c}u = v und
o(v) = u. Damit sei nun F :=Tr( ko).

Tr ist der in Abschnitt A.2 definierte transitive Abschluloperator. Hierbei beachte man, daf§ dieser
Operator im allgemeinen keine reflexive Relation erzeugt. Es gilt also nicht u - u.

Dieser abstrakten Definition soll ein konkretes Beispiel folgen. Es wird das Wort zyzy betrachtet.
Ersetzt man darin z.B. z durch ¢, so erhilt man {z/e}(zyzy) = yy. Mit {y/zy}(yy) = zyzy gilt
deswegen: ryzy F yy. Aus Symmetriegriinden, indem man y durch € ersetzt, folgt analog zyzy F zx.
Weiter ist klar, daf sich weder zz noch yy vereinfachen lassen. Man ist also schon bei Normalformen
beziiglich ,, - “ angelangt. Nun ist zwar 22 Z yy, aber sie sind bis auf Variablenumbenennung gleich.

Ein weiteres Beispiel stellen alle Wérter dar, die nur aus Variablen bestehen, und in denen eine
Variable nur einmal vorkommt:

A1 IE{U€V+ |E|I€vu#('rﬂu):1}

Fiir ein solches u € A; sei z, eine Variable, die obige Bedingung erfiillt, dann lassen sich Substitu-
tionen o, 7, : YV — A definieren durch:

z, fallsy =z, , fiiralley eV
€ sonst

Tu(y) = {zu/u}, ouly) := {

Damit ergibt sich fiir alle u € Aq: o(u) = 2, und 7(2,) = u also u = z,,.

Dann ist klar, dafl die Anwendung eines o, auf ein u durch einzelne ,, kg “-Schritte nachgebildet
werden kann. Somit gilt u F 2, und A1/= = [z]= mit einem beliebigen, aber festen z € V.
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Satz 3.5 (Korrektheit von )

Vu,veViubv = u=mwv, |v| < |y

Beweis: Die Voraussetzung ergibt die Existenz eines n € IN, n > 0 und von Wértern ug, ..., un € A,
so daf}

UEUOFO Ul l_o }—0 un_ll_o Uy =V
Seien jetzt weiter zq,..., 2z, die Variablen in den einzelnen Ableitungsschritten, die durch € ersetzt
worden sind, und o, ..., 0, die entsprechenden Substitutionen mit

oi(ui) = ui—1, {xife}(uiq) =u; firi=1...n
Dann definiere man die Substitutionen o, 7:V— A durch
0:=0n0--r001 und 7:={x1/€,...,xn/¢}

Insgesamt gilt dann o(u) = v und 7(u) = v. Damit ist einmal v = v, und, da n > 0 ist, gilt auch
[v] < |ul. [ ]

Wie aus dem ersten Beispiel ersichtlich ist, 148t sich keine symmetrische Formulierung fiir die
Vollstéandigkeit finden, da ,, - “ hochstens bis auf Variablenumbenennung vollstandig ist. Aber es
gibt noch ein weiteres Problem. Das Kriterium der Léngenverkiirzung reicht leider nicht aus, um
die Ableitbarkeit eines Wortes zu gewéahrleisten. Man betrachte folgendes Beispiel:

u = zyryryzz und v = zrrzyzy

Dann folgt {y/e, z/zy}(u) = v und {x/xy,y/c}(v) = u, also u = v und |v| < |u|, aber u - v gilt
nicht. Es fehlt also noch eine weitere Einschrdnkung an die Wérter u und v.

Im Normalisierungsvorgang interessiert man sich eigentlich nur fiir das Ergebnis, die Normalform.
Die Zwischenschritte sind nur insofern wichtig, daf sie die Korrektheit der Vorgehensweise sichern.
Also geniigt es vollkommen, zu zeigen, daf} alle nicht weiter vereinfachbaren Wérter, die semantisch
gleich zu einem Ausgangswort sind, aus diesem mittels ,, = “ ableitbar sind. Wie oben gezeigt wurde,
unterscheiden sich nicht mehr vereinfachbare Worter, die semantisch gleich sind, nur durch eine
Variablenumbenennung. Damit liegt die neue Definition von Vollstdndigkeit ganz im Sinne des
Konfluenzbegriffes, bei dem Zwischenergebnisse ruhig auseinander liegen kénnen, wenn nur gesichert
ist, dafl das Endergebnis gleich ausfillt, sich in diesem Fall also nur bis auf eine Variablenumbenen-
nung unterscheidet.

Satz 3.6 (Vollstandigkeit von F )

Vu,v€A:v € minc(u), |v] < |u| = Im:V—=V, 7 Variablenumbenennung, u  7(v).

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion iiber |D,| =: n. Der Fall n = 0 kann nicht
auftreten, denn sonst ist D, = @), womit nach Satz 3.2.2 v € ming(u) = ming(v) gilt. Dies ergibt
zusammen mit 3.2.1 |u| = |v|, im Widerspruch zur Voraussetzung.

n~sn-+ 1 (n > 1): Nach Definition von D, bekommt man 2z € V,, Substitutionen o, 7: ¥V — A und
ein Wort w € A, so dafi o(u) = w, 7(w) = u, o(z) = ¢. Definiere nun w’ := {z/e}u, so rechnet
man zuerst 4 = (7 o )(w’) nach, womit u = w’ = v folgt. Damit ist auch v € minc(w') und,
da |Dy| < |D,| ist, liefert die Induktionsvoraussetzung eine Variablenumbenennung o:V —V,
so dafl w’' I o(v). Nach Definition von w’ gilt u F w’, was mit der Transitivitdt von ,, - “ zu

u b o(v) fiihrt. ‘




KAPITEL 3. NORMALISIERUNG 21

n = 1: Der Beweis folgt dem des Induktionsschrittes bis zu dem Zeitpunkt, wo die Induktionsvor-
aussetzung benutzt wird. An dieser Stelle hat man jetzt zusitzlich Dy = @. Mit 3.2.2 gilt
also w' € mincu. Das Variablenumbenennungskorollar 3.3 liefert eine Variablenumbenennung
o:V—=V mit o(v) = w'. Wie im Induktionsschritt gilt auch hier u F w’, was mit der letzten
Gleichung den Beweis beendet.

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Situation im Induktionsschritt beim Beweis der Vollstandig-
keit von . Es gilt o(z) = ¢, € D, und o, 7:V — A sind die entsprechenden Substitutionen in der
Definition von D,,.

Die in Definition 3.4 definierte Simplifikationsvorschrift hat leider einen gewaltigen Nachteil. Um
ein Wort u vereinfachen zu kénnen, miissen zunéchst zwei Dinge gefunden werden. Einmal eine
Variable z € V,, und eine Substitution o, mit o({z/e}u) = u. Ein brute-force Algorithmus wiirde
also erstmal alle Variablen aus V, durchgehen und dabei jedesmal die Existenz eines solchen o
testen. Letzteres 148t sich zuriickfithren auf das Filter- bzw. Matchingproblem, was in Kapitel 6
behandelt wird. Wie dort gezeigt wird, ist ein solcher Algorithmus im ,,worst-case® mindestens in
der Komplexitit von O(|u|2). Mit der Abschitzung? |V,| < |u| kommt man also mindestens auf
einen O(|u|3) Algorithmus fiir das Finden eines Vereinfachungsschrittes. Abbildung 3.2 zeigt einen
solchen Algorithums in Pseudocode®. Es wire also wiinschenswert, einen schnelleren und direkteren

Weg zu finden.

Der hier beschriebene Algorithmus kann nur auf Vereinfachbarkeit testen. Aber durch eine kleine
Modifikation 148t sich auch eine Vereinfachung ausgeben, falls eine existiert. Dazu mufl man nur die
Riickgabeparameter der beiden Prozeduren entsprechend dndern.

3.4 Die Simplifikationsvorschrift >

Fiir eine einfachere Normalisierungsvorschrift ist der Zusammenhang zwischen Fixpunkten von Sub-
stitutionen und der semantischen Gleichheit wichtig. Ist ndmlich « = v, dann gibt es nach Definition
2.6.3 zwei Substitutionen o, 7:V — A, so dafl o(u) = v und 7(v) = u. Setzt man § := 7o o, so ist u
ein Fixpunkt von 4§, das soll heiflen, es gilt d(u) = u.

Zuerst zeigt Abbildung 3.3 ein Beispiel dafiir, daf§ Substitutionen mit einem Fixpunkt schon eine
gewisse strukturelle Komplexitdt besitzen koénnen. Jede Zeile soll das gleiche, nur aus Variablen

2Man beachte die unterschiedliche Bedeutung der Betragszeichen: Der erste Betrag ist die Anzahl der Elemente
in einer Menge, wihrend der zweite Betrag die Linge eines Wortes bezeichnet.

3Der hier verwendete Pseudocode ist stark an C ausgerichtet. Fiir einen mehr mit Pascal oder #hnlichen Pro-
grammiersprachen vertrauten Leser sei auf folgende Unterschiede hingewiesen: Der Vergleichsoperator in C lautet
statt ,,:=“ in Pascal nur ,=“. Deshalb wurde in C der Vergleichsoperator zu ,==* umdefiniert und schliefllich wird
eine Blockstruktur nicht mit einem Paar aus , begin® und ,,end“ gebildet, sondern der Block wird mit geschweiften
Klammern (,,{“, ,,}*) umschlossen.
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Boolean ist_zu_vereinfachen(u € A)

{
vEA;

forall z in V,, do {
v = {zfe}u;

if ( match(u, v) )return True;

b

return False;

Abbildung 3.2: Test auf Vereinfachbarkeit mittels ko . Als Hilfsprozedur wird hier ein Filteralgo-
rithmus benétigt, wie man ihn zum Beispiel in Kapitel 6 findet. Falls ,match(u,v)“ zutrifft, dann
soll das u < v bedeuten, also v eine Instanz von u sein.

bestehende Wort u := zgzzozziyrizrezoz darstellen. Als Substitution mit Fixpunkt u wurde
d := {wo/e,v1/x0z, v2/T1YT12T2T02, Yy/€, z[€} gewdhlt. In einer solchen Darstellung eines Wortes
u, das fix unter einer bestimmten Substitution o ist, sollen die Pfeile folgendes bedeuten. Wenn
zwei Pfeile von einer Variablen z € V ausgehen, und die Spitzen dieser Pfeile die rechte bzw. linke
Grenze eines Wortes w markieren, so gilt o(z) = w. Treffen also insbesondere die beiden Spitzen
zusammen, so wird die entsprechende Variable durch ¢ ersetzt, wie das hier z.B. fiir z und y der
Fall ist.

Die Kernidee besteht in der Beobachtung, daf jede Variable in einem solchen Fixpunkt u zu einer
Substitution 4 in der Variablenmenge Vs, fiir eine Variable z € V,, vorkommen muf, oder nicht
so prazise: Jede Variable aus v kommt im Bild einer Variablen aus u vor. Ketten beziiglich der

HZoliz |ZTo|z |Z1| Y |Z1| 2z [Z2|Z0])2

ol 2z [To | =z 1| z(| X2 | o | 2

8
—
h_é_l

‘xo‘z‘l‘o‘z‘l‘1‘y‘$1|zlaj2. O‘Z‘

Abbildung 3.3: Konkretes Beispiel zur Definition der SF.

Relation des Vorkommens im Bild einer Variablen kann man auch als Folgen {iber der Menge der
Variablen V auffassen. Fiir solche Folgen von Variablen zg, 21, ... wird spéter gezeigt, daf} sie ab
einem Index ko konstant werden, also z, € Vj(s,,) gilt. Fiir die aus so einem Prozef} resultierende

Substitution d*° ist u immer noch ein Fixpunkt, sie hat aber schénere Eigenschaften als nur d, was
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I1 ly y|m r2
Y o d(z) = layr
I 1 z | Th

d(2") = lhzry

Zl ZZ 2! T T2

A

(5(2) = l}zfl

I z 7

Abbildung 3.4: Abstraktes Beispiel zur Definition der s*.

7u einem Strukturlemma iiber Fixpunkte fiihren wird.

Die Relation des Vorkommens ist leider noch keine Funktion, wie genau obiges Beispiel zeigt: 2o und
z kommen sowohl im Bild von z; als auch von x5 vor. Dies fiihrt dazu, dafl auch die Konstruktion
der Folge () hinsichtlich der Wahl des néchsten Folgegliedes nicht eindeutig ist. Je nachdem, ob
man in Abbildung 3.3 vom linken, mittleren oder rechten Vorkommen der Variablen zq ausgeht,
erhdlt man entweder die gestrichelte, die dick umrandete oder eingekreiste Folge von Variablen.

Eine prizise Definition der Relation des Vorkommens einer Variable muf} also den Kontext bzw.
den Ort des Vorkommens einer Variablen miteinbeziehen. Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 3.7
S=S5; C (AxVxA) x (AxVxA) wird definiert fiir alle [, r,I', 7' €A, y,z€V, §: VA,

mit d(lyr) = lyr und lyr = I'z7r', durch:

( (l,y,?") ) (llaz77'l) ) €S
gdw
3 11712,7"1,7"26/\:
Lily =1, mira =1, §(2) = layr, §(I') = 1y, (1) = 7a.

Die ersten beiden Zeilen der Abbildung 3.4 stellen den Sachverhalt obiger Definition anschaulicher
dar. Das Ziel bei der Definition von S war ja, eine Funktion zu erhalten, damit die zugehérige Folge
der Variablen eindeutig ist. Umgesetzt auf die in Abbildung 3.3 verwendete Symbolik besagt das
néchste Lemma, daf} sich die Pfeile, die von zwei Variablen ausgehen, nicht iiberkreuzen.

‘ Lemma 3.8 S ist eine Funktion, also S: AXVxA — AXV xA ‘

Beweis: Gelte also

((Lyr)y, ',z,7))eS, (Lyr), (N p))€eSund a(lyr) =lyr =1'zr' = Xp,
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wobei LI, \,r,7",p € A, y,z,{ €V, so gibt es laut Definition 3.7 l1, 13, A1, A2, r1, 72, p1, p2 € A, so
daf}:
Wiy =M=, mra=pip2 =7
d(2) layry, a(l") l, a(r') 7y
5(¢) A2yp1, () A1y 3(p) P2
Aus I’ = X und ' = p folgt auch 2z = {, womit man fertig ist. Sei also nun 0.B.d.A.* I’ = A\p)/, mit
X € A. Damit rechnet man folgende Gleichungen nach:

5005 = () = s
= (AN zr) = J(A)S(N)o(2)d(r")
= S(AQ)I(N)layrire = (AN )layr

Dies ergibt, ps = §(p) = §(N)loyr und der Ubergang zu Betrigen liefert dann den gewiinschten
Widerspruch:

8N )layr| = |p2| < |p1p2l = Ir] < §(N)layr
||

Diese Funktion wird nun wiederholt auf eine Ausgangssituation (/,y,r) mit einem festen ¢ ange-
wendet. Man betrachtet also die Folge der Variablenkontexte S§ ({,y,7). In Abbildung 3.3 gelten
zum Beispiel die folgenden Gleichungen, wobei
0 :={wo/e, x1/x0z, xafT1y21 282207, Y/ €, 2 /€ }

fest gewdhlt wird.

S(z0,_z ,2ozZ1YT1222202)
S(zozzo, 2z, T1YT1222202)
S(xozxozei, Y ,21222202)

(zozzoz, T1 ,YT12L2202)
(zozzoz1Y, T1 ,2T2%02)

S(e, zg , zz0zT1Y2T1222202)
S(zoz, o ,2T1YT1222202)
S(zozzoz, X1 ,Yr1222202)

S(xozxozx1yT1222%0, 2 4 €) (zozxozw1yT1Z, T3 ,T0Z)
Daraus ergibt sich zum Beispiel fiir die Vorkommen der drei zq:

S(e, ®o ,zrozziyr1za2x02) Z S(®oz, ®o ,221YyT12L2%02)
S(e, zg , zzoziyzi222202) Z S(ToZToZZIYZ1ZZ2, 20, 2)
S(zozzozziyr122a, T ,2) Z S(zoz, Lo ,z21y21222202)

aber fiir allel,r € A, x € V, mit lar = zozrozriyriz0m02 Gilt:
Sz(l, z,7) = (2oz2ozL1YT12, T2 , ToZ)

Das nun folgende Lemma besagt, dafl die Relation S eine gewisse Art von Transitivititsgesetz
erfiillts.

Lemma 3.9 (Pseudotransitivitit von S)
Fir alle 6:V—=A, L,r,l',r"€A, y,z€V, k€N, mit 6(lyr) = lyr gilt:

Sily,r) = (I, 2,7)
—
3 11,12,7‘1,7‘261\2
Ly =1, rirg =1, §°(2) = layry, 88(') =1y, 65 (7)) = ra.

4Der Beweis fiir die Verschiedenheit der rechten Kontexte wird symmetrisch gefiihrt, und die freie Wahl der
Bezeichner erlaubt es, I’ linger als A zu wihlen.

5Wiirde in der Konklusio statt 6% nur § stehen, dann wire das Lemma nur eine Umschreibung der Transitivitit
von S. S als Relation betrachtet kann nicht transitiv sein, denn sonst wire S sogar idempotent, was folgendes Beispiel
widerlegt: mit u := zyz, § := {z/e,y/z, z/yz gilt S(e, z,y2) = (2,4, 2) Z (zy,2,€) = S?(e, 2, y2).
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1 ‘ o r1 ‘ r2

! ! ! !
5 Iy |z T Ty

Abbildung 3.5: Beispiel zum Beweis.

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion tiber k. Die in diesem Beweis verwendeten
Bezeichner erfiillen die in Abbildung 3.5 dargestellte Situation! Dagegen stellt Abbildung 3.4 die
Bottom-Up Situation bei der Definition der S dar, und hier im Induktionsschritt beim Abspalten
der letzten Anwendung von S eher eine Top-Down Sicht gegeben ist.

Der Induktionsanfang ist gerade Definition 3.7. Im Induktionsschritt sei

¥, y,r) = (I,Z,7) und S* (I, y,7) = (I', 2/, )
Die Induktionsvoraussetzung liefert nun die Existenz von lq,ls, 71,72 € A, so daf} gilt
iy =1, rirg =, 5k(z) = lyyry, 5k(l’) =1, 5k(r/) =7y

Nach Definition von S im letzten Schritt von k auf k + 1 bekommt man 3,15, 7y, 75 € A, mit
d(z) = lhyry, 6(1) = 1, 6(F) = ry. Nun setze man
= (fk(llg)lg, 1= rlﬁk(r'l), I, := 4" (7)), 72 := (5’“(1“’2)
und rechnet nach:
gk (lg)lgyrltf (r) = Ly
W=h

(rh) = 7

¥ (z) = 0% (8(2)) = 8" (lhary
5441 (1) = 8 (8(0)

§HH(F) = 6% (a(7)

Lily = 6%(1))6" (1)l = o™ (114

FiTy = r18F (r])(ik (ry) = r16F (riry) = r18F (rY=hl =

)
Yy =656
)=d%(s

Zu einer durch die S* definierten Folge von Variablen zg,z1,... zu einem Fixpunkt u fiir eine
Substitution ¢ ist insbesonders die dazu gehérige Folge von Wértern

wo 1= 2o, w1 = d(21), wy = 52(22), e

interessant, und man stellt fest, daf} sie beziiglich ,C“ eine aufsteigende Kette bilden mit der oberen
Schranke u:
woECwi CwyE---Cu

Dies ist die Aussage des nédchsten Korollars:
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Korollar 3.10
Zu u,lo,ro€EA, 20€V, 6:V—A, mit §(u) = u, lozoro=u und
(lk, 2k Tk) = Sk(lo, 20, 1“0), Wy 1= (5k(2k)

gilt Ym, n€IN:

Wy, & Wi E .

Beweis: Die rechte Ungleichung folgt unmittelbar aus der Monotonie der Anwendung von Substitu-
tionen beziiglich ,,C¥“ (siehe 2.11.2). Fiir den Rest wende man Lemma 3.9 auf (1, z, r) := (I, 2m, 'm),
d und k := n an. Dann gibt es rq,72,11,ls € A, so dal §" (zm4n) = l22pmr1 und

Wpn = 0" (z40) = 6™(6" (zm+m))
equiv 6™ (lyzmm) = M(12)0™ (2m)d™ (1)
= 0™ (1) wmd™ (r2)

Als Veranschaulichung betrachte man wieder das Beispiel aus Abbildung 3.3 mit lp := zq, 20 := 2
und 7o 1= zgz, x1yx1222202 also u := lpzoro. Die dazugehdrige Folge von Variablen ist dann

0= 2, 21 =T1y B2 = L2 =23 =24 =25 =
Damit errechnet sich die Folge (w;) wie folgt:

wo=zCwy =0(z1) =d(21) S 20z Cwy = (52(22_) = 52(132) Zu=w3= 53(23_) =

Lemma 3.11 (Strukturlemma fiir Fixpunkte)
Zuu€A, §:V— A, mit §(u) = u, gibt es k,n€N, y1,...,ys €V, ug,...,us €S, so daf:

U= UQVIUL, - - - Uk 1V Uk, 07 (V5) = 05, 07 (Us) = wi, v := 6" (yi), i €Vo,.

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion {iber |u|.
Im Induktionsanfang ist |u| = 0, somit u = ¢. Wihle also k = n =0, ug :=e.

Im Induktionsschritt unterscheide man zwei Fille. Zunichst sei u = su/, fiir ein s € §. Dann ist
die Aussage schon richtig, da die Substitution 6" aus der Induktionsvoraussetzung angewendet auf
u’ schon die Bedingung erfiillt. Es bleibt noch der Fall v = zu'/, mit z € V. Betrachte nun das
vorhergehende Korollar beziiglich (e, z, u’) und §. Wegen der Antisymmetrie von C (vergl. 2.11.1),
und, da es nur endlich viele Worter unterhalb von u gibt, wird die dort definierte Folge (w;) nach
hochsten m Schritten konstant, fiir ein m € IN.

Mit Lemma 3.9 erhilt man also ein v € V*, y€V,, mit §™(y) = §”(v) = v und u = vi. Wie im
ersten Teil des Induktionsschrittes liefert die Induktionsvoraussetzung angewendet auf % ein 7, mit
dem die Aussage fiir % gilt. Sei nun n := max{n, m}, so gelten obige Aussagen auch dann, wenn
man die Exponenten 72 und m durch den moéglicherweise gréfieren Exponenten n ersetzt. |
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Man betrachte zum Beispiel das Wort
U= U1 22Y1Y2T1U1T1T1Y3Y221U1,
das einen Fixpunkt der folgenden Substitution darstellt
0 :={a1/e, x2/x1, yl/z2vn, Y2 /Y221, Y3/ x121Y3}-
Nun sei vy := z122y1, v2 := yoxl, v3:= z121ys womit gilt:
u = uyvivaugvguy, und 6%(v;) = 62 (yi) = viy, i € Va,

Hier sieht man auch, wie fiir verschiedene Variablen der Index, ab dem die entsprechende Folge (w;)
konstant wird, unterschiedlich ist. Fiir y; ist er zwei und fiir die anderen Variablen ist er eins. Der
Gesamtindex fiir das Wort ist das Maximum, also zwei.

Der Zusammenhang zwischen dieser Fixpunktstruktur und der semantischen Gleichheit zweier
Worter wird dann durch folgende Definition einer Vereinfachungsregel erldutert.

Definition 3.12

Zu u,v € A schreibe ul>v genau dann, wenn es eine Zerlegung H/UWUY =V von V in
paarweise disjunkte Mengen U/, W,Y gibt und ein k€N, so daf fiir 2,5 = 1...k:

Yl s Y €Y, Uo, ..., ur € (UUS)*, wi, wie WyW™,
jf] < i+ und wf,| < Jwa] fiir cin n (1< n < ),
w; = wy und w; = wj, falls y; = y;

U = UQWIUITWRUL " UL 1WELUL

v = uow'lulwéuQ---uk_lwfcuk

Um dies zu veranschaulichen, wird wieder das letzte Beispiel herangezogen. Jetzt lassen sich mehrere
Zerlegungen angeben, die die Forderungen der Definition erfiillen. Einmal kann man wie durch die
Wahl der Bezeichner schon angedeutet YV := {y1,v2,93}, U := {u1} und V := {z1, 22} wihlen,
oder dasselbe mit y; und x5 vertauscht. Diese beiden Zerlegungen sind aber nicht optimal. Sie
fithren ndmlich nur zu den noch nicht normalisierten Woértern wuyy;ysuiysu; bzw. uyxoysuiysuy.
Mit den Zerlegungen Y := {y1,y3}, U := {u1},V := {21, 22, y2} und derselben Zerlegung mit y; und
zy gerade vertauscht, gelangt man durch einen Vereinfachungsschritt sofort zu den normalisierten
Wortern uyysuiysuy bzw. uqzouiysu.

Wie der Leser bemerkt haben wird, hat man in obigen Beispielen nach Angabe einer Zerlegung
der Variablenmenge immer w} := y; gewdhlt, was ja in jedem Fall korrekt ist. Um beim Vereinfa-
chen eines Wortes so effizient wie méglich vorzugehen, wird man auch immer diese Vorgehensweise
wéhlen. Damit stellt sich aber die Frage, warum {iberhaupt die w} eingefiihrt worden sind. Nun,
das liegt am Beweis der Vollstdndigkeit von ,,>“. Dort versucht man ,, - “ zu simulieren, wozu man
ja schon ein Vollstdndigkeitsresultat hat, um so die Vollstdandigkeit auf ,,[>“ zu {ibertragen. Dieser
Ansatz ist um ein vielfaches leichter als der Versuch eines direkten Beweises!

Zuerst folgt die Korrektheit, von deren Richtigkeit man sich leicht ohne Riickgriff auf andere Sétze
iiberzeugt.

Satz 3.13 (Korrektheit von [>)

Vu,v€A: ubv = u=wn,|v| < |ul.
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Beweis: Gelte also u>v und die Bezeichner seien wie in 3.12. Mit

V —- A

k k
§:= e zew y o= | Hu/wid, = J{vi/wi}
* x , zeluy i=1 i=1

und der Disjunktheitsforderung folgt o(u;) = 7(w;) = §(u;) = w; fir i=1,..., k. Damit ist

d(u) = 6(v) = uoyruiyaua « + - Up_1YpUE =t W,

definitionsgem&s. |

woraus sich o(d(v)) = o(w) = v und 7(§(u)) = 7(w) = v ergibt. Also gilt v = v und |v| < |u| folgt

Satz 3.14 (Vollstindigkeit von [>)

Yu,v€A:v € minc (u), |v] <|u] = Ir:¥V—=V, 7 Variablenumbenennung, ul>m(v).

Beweis: Statt direkt die Vollstéindigkeit zu beweisen, wird F , C > gezeigt. Mit Lemma A.4 und
der Vollstdndigkeit von F (Satz 3.6) folgt dann der Rest.

Zuu,veEA, z€Vy, 0:V—A, mit {z/e}u = v, o(v) = u, definiere man ¢ := o o {z/c}. Damit ist
u ein Fixpunkt von J, und man erhélt wie in Lemma 3.11 y;, v;, u; usw. mit den dort aufgefiithrten
Eigenschaften.

Definiere nun Y := {y1,...,ux}y W:i=Vo,vpn \Vs U := V\(YUW) und w; := v;, w' := {x/e}w;.
Die drei Mengen bilden offensichtlich eine paarweise disjunkte Zerlegung von V, und |w}| < |w;]| gilt
auch. Desweiteren gibt es ein n € IN, so da8 €V, und deshalb |w],| < |wy|. Ein Vergleich mit
Definition 3.12 ergibt schliefllich ul>wv. |

Bei den bisherigen Beispielen konnte man durch geschickte Wahl der Zerlegung und der y; im-
mer erreichen, dafl schon nach einem Vereinfachungsschritt eine Normalform gefunden wurde. Die
Vermutung liegt nahe, daf§ dies immer der Fall ist, der Beweis dafiir steht aber noch aus.

Ein weiteres ungelostes Problem in diesem Zusammenhang ist ein effizienter Algorithmus, der eine
beste Zerlegung berechnet. Nur an Hand eines solchen Algorithmus 148t sich eine Aussage dariiber
treffen, ob die Vereinfachungsvorschrift ,,>“ besser abschneidet als ,, F “. Der Vorteil von ,>“ liegt
aber auf jeden Fall in seiner syntaktischen Definition. Es muf} kein Bezug auf Matching oder dhn-
liches genommen werden und falls obige Vermutung zutrifft, sicht man einem Wort sofort seine
Normalform an, indem man einfach eine beste Zerlegung betrachtet.



Kapitel 4

Exkurs iiber Grofite Gemeinsame

Teilfolgen

Auf der Suche nach einem Verfahren zur Berechnung der Unifikation und Generalisierung (Anti-
unifikation) von Wértern mit Variablen wird ein analoges Problem im Bereich von Wértern ohne
Variablen betrachtet. Dieses Kapitel beschiftigt sich dabei auch unterem anderen mit dem Longest
Common Substring, wozu eine neue Sichtweise dargestellt wird.

An die Stelle der partiellen Ordnung < aus 2.6.2 tritt dabei:

Definition 4.1

Vu,ve8*: v|u:e FkeN, ug,...,ug,vy,...,v €S*, mit u = uovyuy - - - up_qvgpu und
v = vy ---vk. Statt v | u schreibe auch: v ist eine Teilfolge von wu.

Zu Unterscheidung der Begriffe Teilfolge und Teilwort sei auf die entsprechenden Ausfithrungen auf
Seite 9 hingewiesen.

Eine Generalisierung zweier Worter mit Variablen ist gerade das Infimum beziiglich <!. Das Infi-
mum bezliglich | ist nun die grofite gemeinsame Teilfolge(ggT) zweier Worter, im Englischen Longest
Common Substring (LCS) genannt. Demgegeniiber steht die Unifikation als Supremum beziiglich
<. Dieser entspricht hier die kleinste gemeinsame Oberfolge (kgO). Hier nun die exakte Definition:

Definition 4.2

Zu s,t € 8" heile g eine gemeinsame Teilfolge (gT) von s und ¢ genau dann, wenn g | s
und g | t. Dariiber hinaus ist g eine gréfite gemeinsame Teilfolge (ggT) von s und ¢, wenn
g beziiglich seiner Lange unter allen gemeinsamen Teilfolgen maximal ist.

Zu s,t € 8" heifle u eine gemeinsame Oberfolge (g0) von s und ¢ genau dann, wenn s | u
und ¢ | u. Darliber hinaus ist u eine kleinste gemeinsame Oberfolge (kgO) von s und ¢,
wenn u beziiglich seiner Lange unter allen gemeinsamen Oberfolgen minimal ist.

1 Siehe Kapitel 7.
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Statt direkt auf die Losung des Infimum- oder Supremumproblems zuzusteuern, steht zunichst
das Filterproblem im Vordergrund, also die Entscheidung, ob ein Wort eine Teilfolge eines anderen
ist, oder im Falle der Worter mit Variablen, ob zu gegebenen Wortern u, v € A v eine Instanz
von v ist. Die Losung dieses Problemes wird dann schnell zu einem Algorithmus fiir das Infimum
und Supremum fiihren. Diese Vorgehensweise entspricht der von Pottier in [Pott89], wo auch das
Matching? im Falle von kommutativen Halbgruppen (AC) als Tnstanz der Unifikation zuerst geloBt
wird.

Eine andere Motivation fiir die Betrachtung von variablenfreien Wértern liegt in der Beobachtung,
daf fiir Worter mit Variablen u und v, so daf§ v eine Instanz von u ist, es definitionsgeméif eine
Substitution o:V— A gibt, mit o(u) = v. Weiterhin 146t die Anwendung einer Substitution Kon-
stanten invariant, und so sind die Konstanten von u auch alle in v vorhanden. Dies legt folgende
Definition nahe:

Definition 4.3 (c-Homomorphismus)

Die Substitution €:}V— A mit €|y = ¢ heifie e-Homomorphismus.

Dieser e-Homomorphismus streicht also aus einem Wort mit Variablen einfach alle Variablen heraus,
indem er sie durch ¢ ersetzt und stellt somit eine Abbildung von A nach 8* dar. Dies liefert nun
ein notwendiges Kriterium dafiir, ob ein Wort eine Instanz eines anderen ist.

Lemma 4.4 Vu,v € Atu<v = e(u) | e(v). ‘

Beweis: Zuerst liefert die Voraussetzung die Existenz einer Substitution o:V— A mit o(u) = v. Sei
dann u = tgsqtq -+ -spt, mit n € IN, 55,15 € 8*. So folgt einerseits €(u) = s1 - - - s, und andererseits
hat man

e(v) =e(o(u)) = (coo)(u) =(coo)(to)si(eoa)(t1) - sn(€oa)(tn)

Definiere nun u; := (€ o 0)(t;) und v; := s; und Definition 4.1 steht da. [ |

Aus diesem Lemma ergibt sich unmittelbar ein notwendiges Kriterien fiir die Unifizierbarkeit zweier
Weérter.

Korollar 4.5

Zuu,v €A, oV A mit o(u) = o(v) gilt: Aus u € S folgt ¢(v) | u

Beweis: Es gilt 0(v) = o(u) = u = €(u) und mit 4.4 folgt e(v) | u. [ |

In diesen Zusammenhang gehort auch das folgende Lemma, das dieselbe Aufgabe erfiillt:

Lemma 4.6

Zuu,v €A, 0:V—=A, mit o(u) = o(v) gilt: Gibt es ¢,d € §, so daBl u = ¢r (u = re) und
v=ds (v = sd), dann ist ¢ = d.

2Dort heifit es Filtrage (vergl. [Pott89] S. 13ff).
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Beweis: Sei u = ¢r und v = ds, dann ist
o(u) = o(er) = co(r) é do(s) = o(ds) = o(v)

Damit muf} auch ¢ = d gelten. |

Diese Beobachtungen begriinden das eigentliche Interesse an Wortern ohne Variablen, und die
Hoffnung bestand,

aus der Vorgehensweise fiir die Losung des eingeschrankten Problems etwas fiir die Generalisierung
von Wortern mit Variablen zu lernen.

Die Problemstellung wird nun verallgemeinert. Ob ein Wort Teilfolge eines anderen ist (bzw. ob ein
Wort mit Variablen ein anderes matcht), wird als Instanz des folgenden Problems betrachtet:

Zéhle alle Worter auf, die Teilfolgen eines gegebenen Wortes sind.

Hier hétte man auch die dazu duale Verallgemeinerung wihlen kénnen, ndmlich die Aufgabe, al-
le Oberfolgen eines Wortes zu bestimmen. Dies wird spéter noch einmal aufgegriffen, um einen

Algorithmus fiir kgO zu finden.

4.1 Endlicher Automat zur Akzeption der Menge der Teil-
folgen eines Wortes

Das néchste Teilziel besteht darin, einen Algorithmus zu finden, der zu einem Wort ohne Variablen
alle Teilfolgen bestimmt, und dariiber hinaus noch iibertragbar auf Wérter mit Variablen ist. Die
Menge der Teilfolgen eines Wortes ist sehr gro.? Sie ist natiirlich endlich, aber dennoch wiire es
besonders in Hinblick auf Worter mit Variablen interessant, ob es eine kurze Beschreibung gibt.
Bei Wortern mit Variablen hat man im Falle des analogen Problems des Matchings eine dhnliche
Situation.

Tritt eine solche Fragestellung im Bereich der formalen Sprachen auf, versucht man zuerst die
Einordnung in die Chomsky-Hierachie festzulegen. Fiir Wérter ohne Variablen ist wegen der End-
lichkeit der Losungsmenge das Filterproblem regulir. Es bleibt also die Frage nach einer uniformen
Methode, aus einem gegebenen Wort einen endlichen Automat zu konstruieren, der alle Teilfolgen
des gegebenen Wortes akzeptiert.

Ein solcher Automat ist ein Tupel (Z, A, A, S, F) aus Zustanden Z, dem Alphabet A, der Menge der
Startzustdnde S C Z, der Menge der Finalzustdnde F' C Z und schliefilich der Zustandsiibergangs-
relation A C Z x § x Z. Um die formale Definition in Einklang mit der graphischen Darstellung
eines Automaten zu bringen, wird statt (z, s, z’) € A meistens z = 2’ geschrieben.

Definition 4.7 (Automat zur Akzeption von Teilfolgen)

Zu u € A sei der indeterministische endliche Automat, der alle Teilfolgen des Wortes u
akzeptiert, der erreichbare Teil des folgenden Automaten:

A:=S8, 7:=8%, S:=8U{e}, F:={e} (4.1)
Die Ubergangsrelation,—“ sei dann die kleinste Relation mit folgenden Eigenschaften:

er S r, cr N r, mitreS undce S (4.2)

3vergleiche die Abschitzung in Kapitel A.5.
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Die Zustdnde des Automaten sind also alle Suffixe (inklusive dem leeren Wort) des gegebenen Wor-
tes, und es gibt jeweils genau zwei Zustédndsiiberginge von einem Suffix zum um einen Buchstaben
kiirzeres. Der eine Ubergang sei mit € und der andere mit dem wegfallenden Buchstaben beschrif-
tet. Der Startzustand ist das gegebene Wort selbst und der einzige Finalzustand das leere Wort.
Abbildung 4.1 zeigt eine solche Konstruktion fiir ein gegebenes Wort zg - - - z,. Die dabei verwendete

€

€ €
e‘@‘@ ) ) ) @ @
21 22

Zn

Abbildung 4.1: Dies ist ein endlicher Automat, der genau alle Teilfolgen des Wortes 21 - - - 2, erkennt,
wobei n € N, z; € §. Dabei wird die Abkiirzung w; := z; - - - 2z, verwendet.

Symbolik ist die {ibliche:

e Zustinde werden mit Kreisen dargestellt und ihre Namen werden in die Kreise geschrieben.

e Ein Pfeil von einem Kreis zu einem anderen, versehen mit einem Label [, soll bedeuten, dafl
es einen Zustandsiibergang von den entsprechenden Zustinden unter dem Zeichen [ gibt.

e Ein Startzustand wird mit einem Pfeil gekennzeichnet, der auf den entsprechenden Kreis zeigt
und keinen Kreis als Ursprung hat.

e Die Finalzustinde werden durch einen zweiten Kreis um den Namen des Zustandes gekenn-
zeichnet.

€ € €
a b a

Abbildung 4.2: Dies ist ein indeterministischer endlicher Automat zur Akzeption aller Teilfolgen
des Wortes aba.

Abbildung 4.2 liefert ein konkretes Beispiel. Dort ist ein indeterministischer Automat aufgezeigt,
der alle Teilfolgen von aba akzeptiert. Fiir die weitere Betrachtung ist der Indeterminimus recht
unhandlich. Eine Anwendung der Teilmengenkonstruktion liefert daraus den in Abbildung 4.3 dar-
gestellten epsilonfreien deterministischen Automaten, der &quivalent zum ersten auch alle Teilfolgen
von aba akzeptiert. Was bei der Betrachtung des Automaten aufféllt, ist, daf§ die neuen Zusténde,
die ja nun Mengen von Zustdnden des alten Automaten sind, immer aus einem Suffix von aba und
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aba

ba

Abbildung 4.3: Dies ist ein epsilonfreier deterministischer endlicher Automat, der genau alle
Teilfolgen des Wortes aba erkennt.

Abbildung 4.4: Dies ist ein epsilon freier deterministischer endlicher Automat, der genau alle
Teilfolgen des Wortes aba erkennt. Im Gegensatz zu dem vorherigen Automaten, der daselbe erfiillt,
werden hier die Zustandsmengen nur durch ein Wort reprédsentiert und zwar durch das langste.

allen dessen Suffixen bestehen. Man kann also die Beschriftung der Zustédnde reduzieren und anstatt
alle Suffixe aufzufithren, wird wie in Abbildung 4.4 nur das ldngste Suffix aufgefiihrt. Damit wird
Defintion 4.7 zu

Definition 4.8 (Automat zur Akzeption von Teilfolgen)

Die Gleichungen (4.1) werden bis auf die Finalmenge tibernommen. Fiir diese soll nun
gelten F' := Z. Die Definition von ,,—* aus Gleichung (4.2) wird wie folgt modifiziert:

lzr S rfallsl,r € 8%, z € S\S (4.3)

Wenn ein Zustand mit einem Wort w € S* beschriftet ist, und es ein Suffix zr von w mit z € S
gibt, so dafB fiir das Wort I € §* mit lzr = w gilt, daB 2z nicht in I vorkommt, dann gibt es einen
Zustandiibergang von w nach r unter der Akzeption des Zeichens z.

Die formale Beweisfithrung, daf§ dies tatsichlich eine Definition des deterministischen Automaten ist,
der dquivalent zu dem aus Abbildung 4.1 ist, soll hier nicht gefiihrt werden. Ebenso ist wohl klar, daf}
die von diesem Automaten akzeptierte Sprache genau die Menge der Teilfolgen des Ausgangswortes
ist.
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4.2 Endlicher Automat zur Akzeption der Menge der ge-
meinsamen Teilfolgen zweier Worter

Jetzt kann man diese Teillosung dazu benutzen, alle gemeinsamen Teilfolgen zweier Worter zu
bestimmen. Es wird dabei ein endlicher Automat gesucht (auch diese Menge ist endlich), der alle
gemeinsamen Teilfolgen zweier Worter akzeptiert. Nun ist die Menge der gemeinsamen Teilfolgen
genau die Schnittmenge der beiden Mengen der Teilfolgen der Worter, und die Schnittmenge zweier
Sprachen von endlichen Automaten wird wieder von einem endlichen Automaten akzeptiert. Zur
Bestimmung des Schnittautomaten kann die bekannte Konstruktion aus dem Bereich der formalen
Sprachen beniitzt werden. Die Schnittbildung auf Seite der Automaten soll durch das folgende
Beispiel erldutert werden.

Abbildung 4.5: Dies ist ein epsilonfreier deterministischer endlicher Automat, der genau alle Teil-
folgen des Wortes bbab akzeptiert. Man beachte, dal nun im Gegensatz zum indeterministischen
Gegenstiick dieses Automaten hier alle Zustdnde Finalzustdnde sind.

Abbildung 4.5 stellt einen zweiten Automaten zur Akzeption aller Teilfolgen des Wortes bbab dar,
der nun mit dem ersten Automaten aus Abbildung 4.4 geschnitten werden soll. Dabei bestehen
die neuen Zustande aus ungeordneten Paaren von Zustdnden des alten Automaten. Die exakte
Definition lautet nun wie folgt:

Definition 4.9 (Automat zur Akzeption gemeinsamer Teilfolgen)

Zu zwei Wortern u, v € §* sei der deterministische endliche Automat, der alle gemeinsa-
men Teilfolgen von v und v akzeptiert, als der erreichbare Teil des folgenden Automaten
definiert:

A=S8, Z7:=8" x8, §:=(u,v), F:={(e,€)}
mit folgender Zustandsrelation:

Z

(Z] zr1,lgzr2) — (7"1,7’2) falls 11,12,7“1,7"2 € S*, z e S\(Szl US[E)

Da in dem urspriinglichen Automaten alle Zustdnde Finalzustinde waren, sind auch hier alle
Zustdnde Finalzustédnde.In unserem Beispiel bedeutet dies, daff die Wortrer €, a, b, ab und ba genau
alle gemeinsamen Teilfolgen von aba und bbab sind. Es folgen nun noch zwei weitere Beispiele:

Hat man einen solchen Automaten zur Akzeption aller gemeinsamen Teilfolgen gefunden, so lie-
fert dieser auch die grofiten gemeinsamen Teilfolgen. Diese sind ndmlich bijektiv abbildbar auf die
langsten Pfade in dem Automaten.



KAPITEL 4. EXKURS UBER GROSSTE GEMEINSAME TEILFOLGEN 35

Abbildung 4.6: Dies ist ein Automat, der genau alle gemeinsamen Teilfolgen der Worte aba und
bbab erkennt. Dies ist der Schnittautomat der Automaten aus Abbildung 9 und 10

abac
aabe

Abbildung 4.7: Dies ist ein Automat, der genau alle gemeinsamen Teilfolgen (GT) der Worte abac
und aabc erkennt. Hier gibt es nur eine grofite gemeinsame Teilfolge, ndmlich abe.

Ist man nur an den ldngsten Pfaden interessiert, so kann man natiirlich alle Abkiirzungen aus dem
Automaten streichen. Dies ist schon wihrend der Konstruktion des Automaten mdoglich, wenn man
die vorherige Definition 4.9 fiir den Schnittautomaten wie folgt modifiziert:

Definition 4.10 (Vermeidung von Abkiirzungen)

Es sei alles so definiert, wie in Definition 4.9 mit folgender Ausnahme. Ein Zustandsiiber-
gang (Iy2rq,ly2r9) = (r1,79) wird nicht in die neue Zustandsiibergangsfunktion iiber-
nommen, wenn §;, NS, Z 0.

In diesem Abschnitt wurde weitgehend auf formale Beweisfiihrung verzichtet, da nur die Methodik
des Vorgehens dargestellt werden sollte. Es fehlt auch eine Komplexitdtsanalyse, insbesondere hin-
sichtlich der letzten Definition. Tiefergehende Algorithmen und Anwendungsbeispiele findet man
zum Beispiel in [Tichy84].

4.3 Endlicher Automat zur Akzeption aller Oberfolgen eines
Wortes

»Oberfolge“ ist der duale Begriff zu ,, Teilfolge“. So ist ein Wort u € §* genau dann eine Oberfolge
eines Wortes v € 8*, wenn v | u gilt. Wie im vorhergehenden Kapitel wird ausgehend von einem
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Abbildung 4.8: Dies ist ein Automat, der genau alle gemeinsamen Teilfolgen (GT) der Worte abacc
und cbaac erkennt. Mit genau zwei maximalen Pfaden in diesemm Automaten, haben die beiden
Weérter abacc und cbaac auch genau zwei grofite gemeinsame Teilfolgen, ndmlich aac und bac.

Wort ein endlicher Automat konstruiert, der genau die Menge aller Oberfolgen dieses Wortes akzep-
tiert. Hier tritt nun zum ersten Mal der Fall auf, daf die Lésungsmenge eines Problems oberfldchlich
gesehen unendlich ist und es dennoch einen Algorithmus gibt, der sie berechnet. Statt die Losungs-
menge aufzuzidhlen, wird eine endliche Reprisentation erzeugt. Man kénnte dies zum Beispiel mit
der bekannten Tatsache aus der linearen Algebra vergleichen, wo ein Lineares Gleichungssystem,
falls 16sbar, im allgemeinen eine unendliche Lésungsmenge besitzt, die aber endlich représentierbar
ist, z.B. durch Angabe von linear unabhéngigen Losungsvektoren.

Durch dhnliche Uberlegugen wie im letzten Abschnitt gelangt man zu folgender Definition.

Definition 4.11 (Automat zur Akzeption von Oberfolgen)

Zu einem Wort u € S” sei der endliche Automat, der alle Oberfolgen von u akzeptiert,
als der erreichbare Teil des folgenden Automaten definiert:

A=S8, 7:=8", S:=u, F:={e} (4.4)
mit der Zustandsilibergangsrelation

cr Sr,or S firallereS*, 2€8 (4.5)

So ein Automat hat also im allgemeinen die in Abbildung 4.9 dargestellte Struktur. Hier wird das
Symbol ,,“ verwendet, um anzuzeigen, daf hier alle Labels erlaubt sind. Leider kann man hier nicht
so einfach einen dquivalenten deterministischen Automaten angeben. Das liegt an der Verwendung
des Metaabkiirzungszeichens ,,x“. Dennoch kann man natiirlich wie bei den gemeinsamen Teilfolgen
auch hier den Schnittautomaten bilden, man sollte nur ein etwas kleineres Beispiel wéhlen, da
die resultierenden Schnittautomaten recht umfangreich werden. Hierzu werden die Wérter ab und
ba mit den dazu gehdrenden Automaten aus Abbildung 4.10 betrachtet. Der Schnittautomat, der
also alle gemeinsamen Oberfolgen von ab und ba akzeptiert, ist in Abbildung 4.11 dargestellt.

Hier entspricht die kleinste gemeinsame Oberfolge dem kiirzesten Pfad vom Startzustand zum
Finalzustand. In unserem Beispiel fiihrt dies zu aba und bab als kleinste gemeinsame Oberfolgen
von ab und ba.

Wie Abbildung 4.11 andeutet, ist im allgemeinen die Menge der erreichbaren Zustdnde in einem
Automaten, der die gemeinsamen Oberfolgen zweier Worter u und v akzeptiert, das Kreuzprodukt
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* * * * *

un ~/ wo \ > w3 ¢« o o

Abbildung 4.9: Dies ist ein Automat, der genau alle Oberfolgen eines allgemeinen Wortes z1 - - -z,
erkennt, wobei n € N, z; € §. Dabei wird die Abkiirzung w; := z; - - - z, verwendet.

Abbildung 4.10: Dies sind zwei indeterministische endliche Automaten, die genau alle Oberfolgen
eines Wortes erkennen. Der linke Automat erkennt alle Oberfolgen von ab und der rechte Automat
erkennt alle Oberfolgen von ba.

zwischen den Suffixen von u und denen von v. Damit ist die Méchtigkeit der Zustandsmenge gleich
|ul - [o].

Eine Verbesserung erreicht man nur dann, wenn man sich auf die kleinsten gemeinsamen Oberfol-
gen konzentriert. Dann kénnen bei der Konstruktion des Automaten einige Zustandsiibergénge von
vorneherein iibergangen werden, was unter Umsténden auch erlaubt, einige Zustinde wegzulassen.*
Hier sind dies alle Umwege. Diese treten immer dann auf, wenn die ersten Buchstaben der bei-
den Wérter gleich sind, oder ein Zustandsiibergang von einem Zustand zu sich selbst stattfindet.
Im ersten Fall gibt es dann im optimierten Automaten zu diesem Zustand nur noch einen Zu-
standsiibergang, ndmlich von dem betrachteten Zustand zu dem Wortpaar, bei dem jeweils ein
fithrender Buchstabe in jeder Komponente gestrichen wird. Die Ubergiinge von einem Zustand zu
sich selbst werden einfach weggelassen. Wenn man dies auf den in Abbildung 4.11 dargestellten Au-
tomaten anwendet, dann werden die Zustdnde (ba, €), (¢, ab) und (a,b) tiberfliissig und man erhélt
den Automaten aus Abbildung 4.12.

4Bei dem Automaten zur Akzeption aller grofiten gemeinsamen Teilfolgen im vorigen Abschnitt bleibt dage-
gen die Menge der Zustinde nach der Optimierung gleich grofl, es verringert sich nur eventuell die Anzahl der
Zustandsiiberginge.
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Abbildung 4.11: Dies ist ein endlicher Automat, der alle gemeinsamen Oberfolgen der Worte ab und
ba erkennt. Betrachtet man die kiirzesten Pfade vom Startzustand zum Finalzustand, so entsprechen
diese den akzeptierten Wortern aba und bab, die somit die kleinsten gemeinsamen Oberfolgen von
ab und ba darstellen.

Abbildung 4.12: Dieser Automat erkennt alle kleinsten gemeinsamen Oberfolgen von ba und ab. Er
entsteht aus dem letzten Automaten durch Streichen aller Umwege.



Kapitel 5

Unifikation

In diesem Kapitel wird die Unifikation von Wértern mit Variablen betrachtet:

Definition 5.1 (Unifikation)

Zwei Worter mit Variablen u, v € A heiflen unifizierbar genau dann, wenn es eine Substi-
tution o:V — A gibt, so daBl o(u) = o(v). Ein solches o, falls es existiert, heiflt Unifikator
von ¢ und v und o(u) entsprechend das Unifikat von u und v.

Eigentlich betrachtet man Klassen von Wortern aus A/=. So stellt sich die Frage, ob in obiger Defi-
nition statt ,=* nicht nur ,=* gefordert werden sollte, was ja auf den ersten Blick eine schwéchere
Forderung wére. Betrachtet man die Woérter az und zb, so gibt es keine Losung der Gleichung
ar = xb, wohl aber eine Loésung der Gleichung axz = zb. Diese Problematik fiihrt offensichtlich
in den Bereich der Unterscheidung zwischen co-equalizer und equalizer. Fiir weitere Referenzen in
diesem Bereich sei auf [Ba91] verwiesen.

Analog zum klassischen Unifikator von zwei Termen entsteht auch hier die Frage nach allgemeinsten
Unifikatoren:

Definition 5.2 (Allgemeinste Unifikatoren)

Sei o ein Unifikator von u, v € A, so heifit o ein allgemeinster Unifikator von u und v genau
dann, wenn fiir jeden weiteren Unifikator 7 von u und v es eine Substiution A:V — A gibt,
sodaB 7=Xoo.

In diesem Bereich sind schon viele Ergebnisse zusammengetragen worden. So findet man zum Bei-
spiel in [Jaff90] einen Algorithmus zur Aufzihlung aller allgemeinsten Unifikationen, der auf der
Entscheidungsprozedur von Makanin basiert, die in [Maka77] dargestellt wird. Eine frithere Arbeit
ist [Plot72], in der ein Verfahren zur Generierung eines Suchbaums beschrieben, der alle Ldsungen
eines Unifikationsproblems zweier Terme modulo der Assoziativitdt eines bestimmten Funktions-
symbols aufzihlt.

In dieser Arbeit wird ein &hnliches Verfahren, wie das von Plotkin betrachtet. Der Unterschied zu
jener Arbeit besteht in der Beschrankung auf ein zweistelliges Funktionssymbol und die Einfiihrung
eines neutralen Elementes, wodurch weitere Ubergangsregeln hinzugefiigt werden miissen und der
Vollsténdigkeitsbeweis schwieriger wird.

39
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Eine weitere Neuerung ist die andere Sichtweise des Suchprozesses. Plotkin behandelt Suchbdume,
wogegen hier zyklische Strukturen betrachtet werden, was zu einem Automatenbegriff fiihrt. Der
Vorteil besteht darin, dafl dadurch in manchen Féllen ein unendlicher Suchbaum auf einen endlichen
Automaten abgebildet wird, und so z.B. ein Scheitern im Unendlichen beziiglich des Suchbaumes
entscheidbar wird.

Das hier behandelte Semientscheidungsverfahren fiir die Unifikation fiihrt durch eine kleine Ab-
wandlung zu einem effizienten Algorithmus fiir das im néchsten Kapitel behandelte Matching- bzw.
Filterproblem.

Ahnlich wie im Kapitel 4 dargestellt basiert das Verfahren auf Automaten, wie sie aus der Auto-
matenheorie bekannt sind. Die Bezeichnungen seien wie dort gewéhlt.

Dabei wird iiblicherweise die Endlichkeit von Z gefordert. Dies trifft auf die in diesem Abschnit
betrachteten Automaten nicht zu, wobei aber bei den in Kapitel 7 dargestellten Automaten die
Menge der aus dem Startzustand erreichbaren Zusténde! endlich ist.

Die Menge der Zusténde ist zunéchst ganz A bzw. A%, Als Startzustand wird immer das zu unter-
suchende Wort bzw. das Paar bestehend aus beiden zu untersuchenden Worter gewéhlt. Es gibt
immer nur einen Finalzustand, der wie im letzten Kapitel mit € bzw. (¢, €) beschriftet ist.

Jetzt wird die Methodik aus dem letzten Kapitel aufgegriffen und zunéchst ein Automat angegeben,
der alle Instanzen eines gegebenen Wortes aufzihlt:?

Definition 5.3 (Automat zur Akzeption aller Instanzen)

ZurelA, ceSUVU{e}, z€V, o:V— A definiere
5 C Ax(VUSU{e}) x AV xA

als die kleinste Relation, die folgenden Bedingungen geniigt:

Vergleich: cr = r fallsc #¢, 0 = {}.
e-Substitution: zr 5 o(r) falls o = {z/e}.
Aufspaltung: zr 23 zo(r) fallsc#z, 0= {z/cz}.

Definiert man nun, wie bei der Unifikation in Definition 5.5, die Sequenz akkumulierter Worter und
auch ,,=“, so erhdlt man fiir alle u € A, 0:V—A mit o |V\V =id:

a

U ——¢€
o(u)
Der Beweis wird nicht gefiihrt. Er 148t sich aber auf dhnliche Weise wie bei der Unifikation oder
beim Matching bewerkstellen.

Aus diesem Automaten erhilt man nun durch Kombination der einzelnen Regeln, genauso wie
bei der Schnittbildung von endlichen Automanten, die folgende Zustandsrelation, die zu einem
Automaten zur Akzeption aller (allgemeinsten) Unifikate zweier Worter gehort.

1Tm Englischen ,,admissible part“.
2Es wird nur die Zustandsrelation angegeben. Den Rest entnehme man dem letzten Absatz.
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Definition 5.4 (Zustandiibergangsrelation —)

Zur,seA, ceSUVU{c}, z€V, 0:V—A definiere
5 C A2x (VUSU{e}) x AV xA?

als die kleinste Relation, die folgenden Bedingungen gentigt:

Vergleich: (cryes) 2 (rys) falls c £ ¢, o = {}.
e-Substitution: (ar,s) -2 (o(r),0(s)  falls o = {w/c}.
Aufspaltung:  (ar,5) -2 (a0(r),0(s)) falls ¢ ¢ {o,c}, 0 = {a/ca).
Symmetrie: (w0) S (1) falls (v, u) = (1, 5).

Um nicht zuviele Symbole einfithren zu miissen, werden wieder dieselben Pfeile, wie in der letzten
Definition beniitzt.

Zum Automatenbegriff geh6rt auch immer die Definition der Akzeptierten Sprache. Da hier zusétz-
lich zur Akzeption eines Unifikats auch die unifizierende Substitution generiert werden soll, ist dies
hier etwas umsténdlicher.

Definition 5.5 (Sequenz akkumulierter Wérter)

ZunelN,oy,....,o00n:V=A c1,...,cn €(VUSU{e}), (¢, v),90,q1,- -+ qn, (1, 5) € A%, mit
(u,v) = qo = q1 2 -+ 75 g, = (1, 5),
c1 co cn

definiere die dazugehdrige Sequenz akkumulierter Wirter (SaW) wq, . .., w, € A rekursiv
durch die Gleichungen wy := ¢1, w; := o;(wi—1)¢;, fiir ¢ = 2...n, und schreibe mit
T .i=0Opo-+:007]:

(u,v) == (r, s)

W,

Speziell fiir n = 0 also (u, v) % (u, v). Schreibe n := |=|.

€

Durch die rekursive Definition der w; wird die zum Schlufl neu generierte Teilsubstitution o; auf
das schon akzeptierte Wort w; angewendet, um das Wort w;;1 zu erhalten. Dies stellt einen we-
sentlichen Unterschied zur Definition der akzeptierten Sprache im Bereich der endlichen Automaten
dar. Dort wird das schon akzeptierte Teilwort unverdndert tibernommen. Inwieweit sich das (bei
einer endlichen Zustandsmenge) auf die Einordnung in die Chomsky-Hierachie auswirkt, steht noch

offen.

Die Abbildung auf Seite 48 beschreibt die logische Fortfithrung der Beispiele aus Abbildung 5.2 und
5.3. Hier werden die Worter azbz und yayb unifiziert. Dabei wird das im Englischen ., co-equalizer
problem® genannte genannte Problem fiir das letzte Beispiel aus Abbildung 5.3 gelost. Hierbei sind
alle offensichtlichen Sackgassen, die sich aus dem Lemma 4.6 und dem Korollar 4.5 ergeben, nicht
mehr weiter aufgefiithrt. Es gibt nur einen endlichen Pfad vom Startzustand zum Zielzustand, dem
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e o (B0

Abbildung 5.1: Dies ist ein Automat dessen SaW alle Unifikate von den Wortern az und za ergeben.
Die Unifikate sind also alle Worter ungleich € bestehend nur aus dem Buchstaben a. Dies ist also
ein Beispiel dafiir, dafl das Verfahren eine endliche Représentation einer unendlichen Lésungsmenge
liefern kann.

raara

Abbildung 5.2: Hier wird ein Automat mit unendlich vielen Zustinden dargestellt, der die Unifika-
te der Worter axzax und zaxza akzeptiert. Trotz der unendlichen Anzahl von Zustinden 148t sich
die Menge der Unifikate einfach ablesen. Es ist dies ndmlich genau die Menge aller geradzahligen
Wérter, die nur aus dem Buchstaben a bestehen — also {a?" | n > 0} —, wie durch ein einfa-
ches Induktionsargument unter Zuhilfenahme des Vollstandigkeits- und Korrektheitssatzes gezeigt
werden kann.

das Unifikat ab entspricht. Alle andere Pfade sind nicht erfolgreich und somit ist das Wort ab die
einzige Unifikation von azba und yayb.

Das w, aus obiger Definition wurde rekursiv von links nach rechts definiert, so dafy man auf einfach-
ste Weise beim Anhédngen eines neuen Zustandiiberganges am rechten Ende wy,411 bekommt. Soll
der neue Zustandsiibergang aber am linken Ende angehéingt werden, dann ist das nicht so einfach,
und folgendes Lemma, das spéter im Beweis der Vollstdndigkeit ben6tigt wird, hilft weiter.

Lemma 5.6 Aus (u,v) = (u',v') = (r,s) folgt (u,v) === (r,s).

T(c)w

Beweis: (Induktion iiber n = |=|)

n=0:7=id={}, w=¢ v'=r, v =5 und damit ist (u,v) % (rys).

n~n-4+1: Gelte

o 5o — o1 Tn Int1 —
(u,v)?(u,v):qo?ql—)---c—>qn—)(r,5), T=0po- -0 071.
1 n

Cn41
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Abbildung 5.3: Dies ist ein gegeniiber dem letzten Beispiel leicht modifizierter Automat. Hier werden
die Unifikate von azbz und zaxb berechnet. Dabei findet man nur ein Unifikat, ndmlich ab, wo die
einzige Variable z durch € ersetzt wird. Ansonsten landet man nur in einer Sackgasse (a”b, ba”).

On41

Mit (w;) als SaW liefert die Induktionsbehauptung (u,v) (T:oa> ¢n —— (7, s). Mit der
T(c)wnp Cn41

Definition von = ergibt das:

(0ng107)00

(,0)

(r;s)

(n4107)(c) Tng1(wn)ens
S—— ——

Swp 41

Im folgenden wird wieder von Vollstandigkeit und Korrektheit gesprochen. Hier ist damit gemeint,
daf ein Verfahren zur Losung eines Problems einmal, falls iberhaupt eine Losung existiert, diese
auch generiert und andererseits auch keine falsche Lésung ausgibt.

Satz 5.7 (Korrektheit der ,,=“-Regeln)

Sei u,v € A, so gilt fiir alle w € A, 7:V—A:

T

Aus (u,v) — (€,¢) folgt w = 7(u) = 7(v)

Beweis: Setze in Lemma 5.8 (7, s) := (¢, €). |

Was die Vollstandigkeit betrifft, beschrankt man sich auf zumindest allgemeinste Unifakionen, und
erhilt folgende Formulierung:
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Lemma 5.8

Aus (u,v) 25 qp = -+ = guo1 22 (r, s) mit zugehdriger SaW wy, . . ., w,, folgt:
(21 Cn
o(u) = w,r,o(v) S wpsfiirc =0,0-00 04

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion iiber n: Im Induktionsanfang fir n = 0 gilt
wo =€, 0 =id, r = u, s = v und die zwei Gleichungen stimmen.

Im Induktionsschritt wird eine Fallunterscheidung nach dem letzten Zustandsiibergang getroffen.

(A) Es sei also
(u,v) AT (er, es) H (r,s)

(] Cn Cn41

und 0.B.d.A. sei der n + 1-Ubergang ein Vergleich. Damit folgt o1 = {} und ¢ = cppq Z €.
Mit 0 := 0, o - -+ 0 01 liefert die Induktionsbehauptung:

(On41 0 0)(u) o(u) wycr Ont1(wp)er = wppar
———
Wn41
(Ong100)(v) = o(v) = wpes = opyi(wn)es = Wnpgis
————
Wp41
(B) Jetzt gelte
(10) 25+ 25 (2r,5) 78 (o) 0 5)

und 0.B.d.A. ist der n+ 1-Ubergang eine e-Substitution. Dann ist o, 11 = {2/} und ¢, 41 = €.

Wieder definiere o := 0, 0 - -+ 0 01 und mit der Induktionsbehauptung rechnet man nach:
Ind.-Beh.
(Gnp100)(0) = npr(o(w) L a(wnar)
= onti1(wn)eonyi(r) = Wr410n4+1(7)
———
Whg1
Ind.-Beh
(Gr100)0) = Gupa(o(o) b w0ns)
= ony1(wn)eonyi(s) = Wi 410741(5)
S———
Wn41

(C) Zum Schluf sei
(u,v) 25 -+ 22 (27, c5) A (2op41(7), Ony1(s))

7 eng1 7/

und 0.B.d.A. sei der n 4 1-Ubergang eine Aufspaltung. Dann ist 0,11 = {#/cz} und ¢,41 =

¢ # €. Wieder definiere o := 0, 0 -+ 0 01 und mit der Induktionsbehauptung rechnet man
nach:
Ind.-Beh.
(Gap100)(1) = oasalo(u)) B i)
= opyi(wn)cronpa(r) = Wn4120p41(7)
S————’
Wp41
Ind.-Beh
(Ont100)(v) = onpa(o(v)) TET o (waes)
cZEx
= opti(wa)eonta(s) = Wy 410041(8)
S————’

Wn41
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Der Fall fiir die Symmetrie ist offensichtlich erfiillt. |

Satz 5.9 (Vollstandigkeit der ,,—*“-Regeln)
Sei u, v € A, so gilt fiir alle 0: V—A:
Aus o(u) = o(v) folgt I, 7: V> A: (u,v) % (,e)und o = Ao T

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion tiber zwei Parameter, wobei das Induktionssche-
ma aus A.6 beniitzt wird mit U := {(u,v,0) | u,v € A, 0:V—=A}, f(u,v,0) := |o(u)| =t n und
g(u,v,0) := |u| + |v]| =: m. Das Pridikat A tiber U sei definiert durch:

A(u,v,0) 1= (o(u)=a(v) = INT: VA (u,0) == (¢,¢) )

7(u)

Im Induktionsanfang ist (m, n) = (0, 0). Nach Definition von n und m ist o(u) = o(v) = u=v=c¢
und mit 7:=id, A := o folgt die Giiltigkeit von A(u, v, ).

Im Induktionsschritt gilt A(u',v',¢’) fiir alle (u',v',0') € U mit |u'| < n oder |u'| = n und
|u'| + |v'| < m. Und es ist zu zeigen, daBl A(w,,7) fir alle (4,7,7) € U mit |[u] < n, [7] <m gilt..

Sei also 0.B.d.A. o(u) = o(v) und |o(u)| = n, |u| + |v] = m. Aus Symmetriegriinden und wegen
(n,m) # (0,0) kann man |u| > 0 wahlen. Es folgt eine Fallunterscheidung nach den Anfangsbuch-
staben von u und w».

(A) u=cr, v=¢, c€V, r € A und es muf} gelten o(c) = o(u) = €. Dann ist
o(e) = o(u) = o(c)o(r) = o({c/e}(r))
und fiir die Betrige gilt3:

lo({e/e} ()] = |o(r)| jor ()
e/} () + e/l < 11140 < Jer] = Jul = [ul+]o] = m

|
3

Somit ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar und es gilt:

{c/e} T({c/e}(r
(u,v) = (zr,e) —— ({c/e}(r), €) —Ue/d ), (€,¢€)
wobei T, A:V—>Aund 0 = Ao 7. Mit 0 0 {¢/€} = o und Lemma 5.6 folgt schlieBlich

To{c/e}
(1) (ro{c/e})(er) (&9

und es gilt zusitzlich ¢ = Ao 70 {¢/€}.

(B) Jetzt sei u =cr, v = csmitc € SUV und r,s € A. Es gilt |[r| < |u| = n und o(r) = o(s).
Deshalb gibt es nach der Induktionsvoraussetzung o, 7:V— A, so dal 0 = A o 7 und

(u,v) = (cr, cs) i) (rys) % (€,€)

Lemma 5.6 ergibt dann
(u,v) —= (€, ¢€)

T(er)
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(C) u=cr, v=ds, ¢,de S, r,s € A, ¢ #d fiihrt sofort zu einem Widerspruch mit o(u) = o(v):

o(u) = o(er) = co(r) Zdo(s) = o(ds)o(v)

D) u=azr,v=cs, ce SUV, z €V, r,s € A und ¢ Z x (sonst siche (B)). Diese Variable 2 kann
nun einmal nach € abgebildet werden, oder sie wird durch ein Wort der Linge grofler gleich
eins ersetzt:

(D.1) Es sei o(x) = € und wegen o = 0 o {z/e} ist o({z/e}(r)) = o(r) = o({z/e}(cs)) und
fiir die Betriage gilt:

lo({z/e}(r))] = o) = l|o(ar)|
{z/}(r)|+ Hz/e}es)] < fr[+les| < |ar[+ fes]

3

| (u)]
|uf + [v]

Die Induktionsvoraussetzung liefert dann 7, A:V— A, so dal o = X o 7 und
_ {o/e} -
(u,v) = (aryes) —— ({a/e}(r), {z/cHes)) === (1)
und mit Lemma 5.6 erhédlt man dann

To{z/e}
u, v : €.€
(,v) (ro{z/e})(wr) (€]
und zusétzlich gilt 0 o {z/e} = Ao (70 {z/€}).
(D.2) Jetzt sei o(x) = o(c)t mit t € A. Dariiber hinaus gelte o(c) #Z ¢ (Ansonsten betrachte

man Fall (D.1) und einen Symmetrieiibergang). Zuerst definiere man ¢’:V — A durch

iy ) oy fallsy # = N
o-(y).:{ b falls y = x , fiiralley €'V

Die Voraussetzung ¢ Z x ergibt ¢’ = o o {z/cz}. Weiter gilt dann

o' (z{z/ca}(r)) = o’ (x)o’ ({z/ca}(r)) = to(r)

Damit rechnet man fiir den Induktionsparameter n nach

o' (2 {z ez} (1) = o ()] "L (et ()] = lo(2)o(r)] = [u] = n

und es gelten die beiden Gleichungen

o(c)to(r)
o(c)o(s)

Mit der Voraussetzung o(u) = o(v) ergibt dies
o' (z{z/ex}(r)) = to'({z/cx}(r)) = o' ({z/cz}(s))

Damit sind alle Bedingungen fiir die Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf
(z{x/ca}(r), {x/cx}(s),o’) € U erfiillt und man erhilt o, 7:V— A mit ¢/ = Ao 7 und

a(c)ta’ ({z/cxz}(r))
a(c)o’({z/cx}(s))

(u,v) = (xr,cs) L:x% (x{x/cx}(r), {z/cx}(s)) W (€,€)

3Dies ist zusammen mit Fall (D.1) die einzige Stelle, an der das erweiterte Induktionsschema benutzt werden muf.
Tn allen anderen Fillen wiirde eine einfache Induktion iiber den Parameter n := |o(u)| geniigen.
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Wiederum bekommt man dann aus Lemma 5.6

To{z/ca} N
(u, U) 7(c)r(z{z/cz}(r)) (67 6)

Einmal gilt fiir die Substitutionen
oc=c o{z/cx} =Xo (T o {z/cx})
und desweiteren fiir das akzeptierte Wort

T(e)r(z{z/cx}(r)) r(ex{z/ex}(r)) = r({z/cx}(z){z/cz}(r)
(to{z/cx})(zr) = (7o {z/cz})(u)

Gilt o(¢) = o(x)t mit einem ¢ € A\{e}, so ist entweder o(2) = ¢ und man landet bei Fall
(D.1) oder es ist ¢ € V und aus Symmetriegriinden reicht Fall (D.2).

Damit sind alle Félle abgedeckt und der Beweis ist beendet. |
Man beachte, dafl die Induktionsparameter symmetrisch beziiglich v und v sind, da sowohl u+v=v+u
als auch |o(u)| = |o(v)] gilt.

Es bleiben noch ein paar Fragen offen. Wenn der erreichbare Teil dieser Automaten endlich ist, ist
dann die akzeptierte Sprache, also die Menge der Unifkate, reguldr, und wenn ja, ist es vielleicht
sogar so, daf die Losung dieses Unifikationsproblems immer regulér ist 7
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y/by

y/e
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Kapitel 6

Matching

Das Thema dieses Kapitels ist das Matching bzw. die Filterung wie es in [Pott89] genannt wird.
Dies ist die Frage danach, ob ein Wort Instanz eines anderen Wortes ist, also kleiner ist beziiglich
der Subsumptionsordnung.

6.1 Definition

Definition 6.1 (Matching)

Zwei Worter mit Variablen u, v € A heiflen anpafibar, v matcht u , v ist eine Instanz von
u oder u ist ein Filter fiir v genau dann, wenn es ein o:V— A gibt, so dafi o(u) = v.
Ein solches o, falls es existiert, heilt Matching von v mit u oder auch angleichende
Substitution .

Ein Vergleich mit 2.6.2, ergibt daf§ » matcht! u genau dann, wenn u < v.

6.2 Algorithmus

Das nun vorgestellte Verfahren zum Matchen zweier Worter basiert auf dem im letzten Kapitel dar-
gestellten Verfahren zur Unifikation zweier Worter. Es stellt eine Spezialisierung im folgenden Sinne
dar. Matching kann immer aufgefafit werden als eine einseitige Unifikation, bei der die Variablen
des einen beteiligten Wortes nicht eingeschréankt werden diirfen, gewissermafien wie Konstanten be-
handelt werden. Um dies technisch in den Griff zu bekommen, wird das Alphabet erweitert und eine
Variablenmenge V' eingefiihrt, aus der 0.B.d.A. die Variablen der zu testenden Instanz stammen.
Der zu testende Filter bleibt aber ein Wort {iber dem alten Alphabet.

Das englische Verb ,match* 1Bt sich wohl am besten mit , passen zu“ oder , zusammenpassen® iibersetzen.
Dabei scheinen im Deutschen wie auch im Englischen Objekt und Subjekt vertauschbar, obwohl in unserem Sinne
die Beziehung auf keinen Fall symmetrisch sein sollte. Dariiber hinaus 148t sich ein englisches Verb in deutschen
Texten schlecht konjugieren und so wird im Folgenden von der Sprechweise ,u matcht v“ Abstand genommen.
Stattdessen wird die sprachliche Konstruktion mit einem der Substantive ,Instanz“ oder , Filter” beniitzt, wobei
aber ausdriicklich drauf hingewiesen werden soll, dal deren Verwendung unsymmetrisch ist. Es gilt nimlich, « ist
ein Filter von v genau dann, wenn v eine Instanz von u ist.

49
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Definition 6.2 (Fixierung von Variablen)

Zu V wihle eine beliebige aber fixe Menge V', mit V'N(SUV) = 0, so daB es eine Bijektion
1:V—V gibt. Fiir alle z € V definiere 2’ := i(z).

Statt nun zu testen, ob u € (§ UV)* ein Filter von v € (S UV)* ist, betrachtet man das Problem,
ob ein u € (SUV)* ein Filter fiir v € (SUV')* ist. Fiir eine angleichende Substitution o erreicht
man so, dafi fiir jede Variable z € V,, gilt o(z) € (SU V’)*.

Damit 148t sich wie im vorigen Kapitel ein Regelsystem oder, wenn man so will, ein Automat fiir
Wortpaare aus (S UV UV’)? definieren, der sich von dem dort definierten insofern unterscheidet,
daf} die Zeichen aus V' wie Konstanten behandelt werden. Die durch die Regeln definierte Relation
»=“ wird dabei mit demselben Symbol wie im letzten Kapitel bezeichnet, das aber nur in diesem
Kapitel noch auftritt und somit eigentlich keine Verwirrung stiften sollte.

Definition 6.3 (Zustandiibergangsfunktion —)
Zure (SUVY)*, se(SUV)*, 2 €V, ce SUV UV U{e} definiere

5 C A2x (VUSU{e}) x AV xA?
als die kleinste Relation, die folgenden Bedingungen geniigt:

Vergleich: (cryes) = (rys), falls e #¢, o = {}.

c

e-Substitution: (zr,s) - (o(r),0(s)), falls o = {z/e}.

€

Aufspaltung;: (xr,s) s (zo(r),o(s)), fallsc¢ {z,¢}, 0= {x/z}.

c

Ein kleiner Unterschied zur entsprechenden Definition bei der Unifikation besteht darin, dafi man
keine Symmetrie braucht, da Variablen, die substituiert werden kénnen, nur in der ersten Kompo-
nente der Wortpaare auftreten. Die Entsprechende Definition von ,,=“ und der Sequenz akkumu-
lierter Worter wird dann wie in 5.5 definiert und Lemma 5.6 gilt hier entsprechend.

Satz 6.4 (Korrektheit und Vollstandigkeit)

Zuu,v €A, 0:V—Amito |V\VUE id gilt: o(u) = v gdw. (u,t(v)) % (€,€)

Log

Beweis: Mit der Aquivalenz o(u) = v gdw. (1 o o)(u) = ¢(v) reicht es aus fiir u € A, v €

(SUV)*, o: V= (SUVUV)* mito |V\VUE id folgendes zu zeigen:

o(u) = v gdw. (u,v) = (¢, ¢€) (6.1)

g

Fiir die Korrektheit, das heifit die Richtung von rechts nach links, setzt man im Lemma 6.5 (r, s) :=
(€,€) und die gewiinschte Aussage steht da. Die Riickrichtung wird dann von Lemma 6.6 gezeigt. B
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Lemma 6.5
Zuue (SUVUV)*, ve (SUV), o: VA gilt:

(u,v) = (r,s) impliziert o(u)r = vs
) = . .

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion iiber die Lange von ,=“ gefithrt. Der Induktionsanfang
ist trivial. Im Induktionsschritt unterscheide nun nach den drei Féllen aus der Definition von ,,—*:

(A) Es gelte

(u,v) == (er, cs) i} (rys),

w z

a

dann folgt nach Induktionsvoraussetzung o(u) = wer und o(v) = wes, womit man nachrech-
net:

({} o o)(u)
({} o o)(v)

wcer

wces

(B) Es gelte
(u,v) = (zr, s) {Z—F/€>} {z/e}(r), s),

w

dann liefert die Induktionvoraussetzung o(u) = wzr und o(v) = ws, womit man nachrechnet:

{z/e} o o)(u) = {x/e}(war) VEV {z/e}(wr)
(z/c}oo)) = {o/(ws) "= {a/c)w)s

(C) Es gelte
(u,0) == (a7, e5) L3 (2fa/ex}(r), 5),

dann liefert die Induktionvoraussetzung o(u) = war und o(v) = wes, womit man nachrechnet:
{z/cx}oo)(u) = {z/cx}(wzr) = {z/cx}(w)cx{z/cx}(r)

({z/cx} o o)(v) = {x/cx}(wes) zevégv” {z/ca}(w)es

In allen Fallen liefert dann die Definition von ,=“ das gewiinschte Resultat. |

Fiir die Vollstdndigkeit betrachte man am besten nur Pfade durch den Zustandiibergansgraphen,
die bei (e, €) enden.

Lemma 6.6 (Vollstandigkeit)

ZaueA, ve (SUV), o:V,—=(SUV) mit o(u) = v und & |v\qu id gilt:

(u,v) = (€,¢€)

v
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Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion tiber die Parameter (m, n) := (Ju|, |v|) geordnet
durch umgekehrte lexikographische Ordnung.? Die Induktionsbehauptung?® lautet dann:

Yue (SUVUV'), ve (SUV'), mit [v] < noder |v] =n und |u| < m,

und Yo:V, = (SUYV'), mit o |V\V“E id gilt : (6.2)

o(u) = v impliziert (u,v) = (¢, ¢€)

Im Induktionsanfang ist u = v = ¢ und es gilt (u,v) I=d> (€,¢). Der Fall m = 0 und n > 0 kann

nicht auftreten, und es sei also zunéchst n,m > 0. Dann gibt esd € SUV' und s € (SUV')*, so
dafl v = ds.

(A) u=cr, c€ SUYV', ¢ £ d fiihrt zu einem Widerspruch, wegen o(u) = co(r) Z ds = v.
(B) u = dr ergibt mit |7| < n und der Induktionsbehauptung (6.2):

(u,v) {—d}> (s,7) = (€,€)

Bei der Anwendung der Induktionsbehauptung beachte man, daf V\V, = V\V, und o(s) = r.

(C) u ==zr, z €V fithrt zur Fallunterscheidung nach o(z):

o(z) = e Esist (0o {z/e})(r) =o(ar) =o(u) =ds und |{z/e}(r)| < |r| < |u| = n. Definiert
man nun o' :V— (S UV')* durch

oy ooy fallsyZ£z .
o'(y) := { y falls y = o fir alley € V

so gilt o |v\v{x/€}(r)5 id, o' ({z/e}(r)) = v = ds, so da} mit der Induktionsbehauptung
(6.2) folgt:

(u,0) Z ({afe}(r), ds) == (e,¢)

Mit o/ o {z/e} = o und der Definition von ,,=“ folgt der Rest.
o(z) £ ez Wegen o(z) = ds gibt es ein t € (SUV UV')* mit o(z) = dt und to(r) = o(s). Es

sei 0/:V, — V' definiert durch:

o' (y) := { o(y) fallsy £ =

1 falls y = x fir alley e V

Damit rechnet man (¢’ o {z/dz})(x) = o'(dx) = do(x) = dt = o(x) nach, womit die

Gleichung o = ¢/ o {z/dz} sofort folgt. Die Variablenbedingung fiir ¢/ ist dann genau
wie im letzten Fall erfiillt. Es gilt noch

o (z{z/dz}(r)) = t(c’ o {z/dz})(r) = to(r) = o(s)
und so ist mit |s| < |ds| die Induktionsbehauptung anwendbar und ergibt:

(er,ds) L5 (fa/dz}(r), 5) 2 (60)

Die Definition von ,=“ ergibt den Rest.

2(ml,nl) < (mg2,n2) gelte genau genau, wenn n; < ny oder n; = ny und m; < mgo. Dies ist wieder dasselbe
Induktionsschema, wie beim Beweis der Vollstindigkeit bei der Unifikation.
#Man beachte die Verschirfung der Behauptung durch u € (SUV U V’')*.
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Im Falle n = 0 und m > 0 reichen die Argumente aus (A) und o(z) = ¢, indem man dort ds := ¢
setzt, und beachtet, dafl der vorderste Buchstabe von u keine Konstante sein kann. |

Die Formulierung o:V, — (SUV')* mit o ly\y, = id soll dabei folgendes bedeuten:

r fallsz e V\V
: A = v
o VA, o(z) = { w falls z € V,, mit einem w & (SUV')*
oder anders ausgedriickt o verindert keine Variablen, die nicht in u vorkommen, und substituiert
Variablen aus u immer durch Wérter iiber dem Alphabet mit den fixierten Variablen V'.

Man beachte den feinen Unterschied zwischen diesem Vollstdndigkeitsresultat und Satz 5.9. Bei
der Unifikation gibt es, wenn iiberhaupt eine Losung existiert, immer unendlich viele, und es ist
im allgemeinen nicht méglich alle Unifikate im Endlichen aufzuzéhlen. Aus diesem Grund wurde
der Vollstindigkeitssatz bei der Unifikation im Prinzip nur auf allgemeinste Unifikationen ausge-
legt. Damit war es moglich, daf§ bei manchen Unifikationsproblemen der Algorithmus eine endliche
Repriésentation der Lésungsmenge liefert. Hier hat man nun die Situation, daf§ tatsdchlich alle
relevanten* Losungen erzeugt werden kénnen, da dies nur endlich viele sind. Somit erhélt man eine
etwas stirkere Aussage, was den Aufwand des erneuten Beweises rechtfertigt.

Um aus diesen Ergebnissen einen brauchbaren Algorithmus ableiten zu kénnen fehlt noch die Ter-
minierung. Es ist also noch die Frage zu beantworten, ob der Zustandsiibergangsgraph endlich ist,
und wenn ja, wie grof} ist seine Komplexitit in Relation zur Linge der Eingabeworte.

Satz 6.7

Zu u € A und v € (SUV')* gibt es maximal 2/%/+2I*l Pfade durch den Zustandsiiber-
gangsgraphen vom Startzustand (u, v) zum Finalzustand (e, €).

Beweis: Die zweite Komponente der Zustinde auf einem Pfad P besteht nur aus Suffixen von v. Bei
jedem Zustandsiibergang wird dann entweder der vorderste Buchstabe des Wortes in der zweiten
Komponente weggestrichen oder eine Variable in u durch € ersetzt. Da es hdchstens |u| Variablen in
u gibt, gilt j < |u|+ |v] fiir die Linge j von P. Auf einem Pfad der Linge j gibt es nun maximal (lil)
Méglichkeiten diejenigen Zustandsiibergiinge auszuwéhlen, die keine e-Substitution darstellen. Es
gibt dann 2!’| Partitionen des Wortes v, wie die Buchstaben von v entweder von einer Aufspaltung
oder einem Vergleich akzeptiert werden. Summiert man iiber alle mégliche Lingen von P auf, so
erhdlt man als obere Schranke fiir die Anzahl von Pfaden:

lul+lv] , . el LIy
g (2 £ £

j=|v j=0 J=0 J

= (j+j|t||il| v |)

|u|+|'u| | | | |
<o Y <“ + ”> _ olul . glul+lel _ olul 42l

7j=0 J

Die Léinge eines Pfades ist beschrinkt durch |uw|. Auf jedem Pfad liegen dariiberhinaus also
héchstens |uv| Zustéinde, was eine obere Schranke fiir die vom Startzustand erreichbaren Zustinde
von |uw| - 2141+ 1v] ergibt.

4 Alle bis auf Variablenumbenennung, die nur Variablen aus dem Filter verindern.
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An einem Beispiel soll dargestellt werden, dafi die Abschétzung fiir die Anzahl der Pfade schon
recht gut ist?, aber die obere Schranke fiir die Anzahl Zustinde wohl noch viel zu hoch ausfillt.

Abbildung 6.1: Dies ist ein Automat fiir den Test, ob zyz ein Filter von abc ist. Die Anzahl Pfade
vom Startzustand links oben zum Finalzustand rechts unten ist (g) = 10 wahrend es 4 -4 = 16

Zusténde gibt. Setzt man dieses Beispiel fort mit den Worten zy2z5---z, und aa---a (n-mal), so
wichst die Anzahl Pfade auf (2"n_ 1) und die Anzahl Zustinde auf (n + 1)

Dennoch zeigt dieses Beispiel, dafi die Komplexitdt des Algorithmus im , worst-case“ mindestens
in O(|u|2) liegt, da ja alle Zustinde des Automaten generiert werden miissen und deren Anzahl
mindestens quadratisch mit der Linge der Eingabe wéchst.

5Das Beispiel aus Abbildung 6.1 liefert ja einen Automaten mit (2nn_1) Pfaden vom Startzustand zum Finalzu-

stand, wenn die Linge der Eingabeworte jeweils n ist. Diese Funktion wichst aber schneller als jedes Polynom.



Kapitel 7

Generalisierung

7.1 Definition

Als letztes Konzept soll die Generalisierung zweier Worter mit Variablen betrachtet werden. Eine
Definition und ein Algorithmus fiir die leere Theorie findet man zum Beispiel in [Plot70].

Definition 7.1 (Generalisierung)

Zu zwei Wortern mit Variablen u, v € A heifle ¢ € A eine Generalisierung von u und v
genau dann, wenn es zwei Substitutionen o, 7:V — A gibt, so daf o(g) = v und 7(g) = v.
Dabei heiflen o und 7 angleichende Substitutionen.

Mit anderen Worten ist g eine Generalisierung von u und » genau dann, wenn g ein Filter von v und
u ist. Anders als bei der Unifikation oder dem Matching existiert eine Generalisierung von Wértern
aber immer!, und deshalb hat ein entsprechender Algorithmus nur die Aufgabe, alle relevanten
Losungen aufzuzihlen.

Mit relevant ist natiirlich einmal modulo der in Kapitel 3 definierten Normalisierung gemeint. So
suchen wir also nur solche g, fiir die es keine kleinere Generalisierung ¢’ gibt, mit ¢ = ¢’. Ein
weiterer Gesichtspunkt wird sein, da nur die spezifischsten? Generalisierungen interessieren:

Definition 7.2 (Spezifischste Generalisierungen)

Sei g € A eine Generalisierung von u,v € A, so heifit g eine spezifischste Generalisierung
von u und » genau dann, wenn fiir alle weiteren Generalisierungen h von u und v, die
eine Instanz von ¢ sind, schon g = h folgt.

1 Jede Variable ist ein Filter fiir alle Wérter.
2oder vielleicht speziellsten?
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7.2 Existenz und Uneindeutigkeit

Satz 7.3 (Uneindeutigkeit der Generalisierung)

Falls |S| > 1 ist, dann gibt es im allgemeinen nicht nur eine spezifischste Generalisierung,.

Beweis:(Gegenbeispiel) O.B.d.A. sei § = {a,b}. Dann definiere u := ab, v := ba, g1 := zay
und gy := zby, wobei augenscheinlich g1 wie auch g2 Generalisierungen von u und » sind. Ange-
nommen es gébe jetzt bis auf ,,=“ nur eine spezifischste Generalisierung von u und v, dann gibt es
0,7,01,02: V— A, mit o(g1) = g, 7(92) = ¢, d1(g) = v und d2(g) = v. Mit 2.12.3 folgt #(a,g) > 1
und #(b,g) > 1. Somit gibt es [, m,r € A, so daBl entweder g = lambr, was zu einem Widerspruch
zu d2(g) = ba fithrt, oder g = lbmar, was nicht mit §;(g) = ab zusammenpaft. |

ab ba

L
\ /

Abbildung 7.1: (A, <) ist kein Durchschnittshalbverband.

Dieser Satz ist dquivalent dazu, daff die partielle Ordnung (A/=, <) kein Durchschnittshalbverband
ist, also das Infimum zweier Worter mit Variablen beziiglich < nicht immer existiert (siche Abbil-
dung 7.1, ein Pfeil steht fiir die Relation <). Wie das Gegenbeispiel zeigt, existiert zwar immer eine
untere Schranke, diese mufl aber nicht immer eindeutig sein.

Uber die Anzahl der spezifischsten Generalisierungen zweier Wérter ist aber noch nichts gesagt. Sie
konnte auch, wie im Falle der Unifikation, unendlich sein. Eine positive Antwort liefert folgender
Satz:

Satz 7.4 (Anzahl spezifischster Generalisierungen ist endlich)

Fiir u,v€ A gibt es ein k€IN, M := {g1,...,9x} C A, wobei alle g; spezifischste Genera-
lisierungen von u und v sind, |g;| < |uw| gilt und fiir jede spezifischste Generalisierung h
von u und v es ein g€ M gibt, mit g = h.

Beweis: Sei G := {g € A | g ist spezifischste Generalisierung von u und v}, W C V eine beliebige
|uv|-elementige Teilmenge der Variablen und Sy, C & die Menge der in uv vorkommenden Kon-
stantenzeichen. Das nachfolgende Lemma besagt nun, daff aus jeder Klasse [g]= € G/= es einen
Vertreter h € [g]= gibt, mit [h| < |uv|. Uberdies kann h wegen 2.12.3 aus (S,, UW)* gewihlt
werden. Zusammengenommen ergibt das

o]
he U(Sw UW)i = H

=0



KAPITEL 7. GENERALISIERUNG a7

In H liegt also jeweils ein Vertreter der Klasse einer spezifischsten Generalisierung von u und v

(G/= C H/= := {[h]=| h € H}).
Die Abschitzung |Syy| < |uv| ergibt |Syy UW| < 2 |uv| und damit

[uv] [uv] [uy| |uv|)|uv|+1 -1

|H| = Z|swuw |—Z|SMUW| <Z - Juw])? T =T
womit sich H als endlich erweist. Wéhle nun M := H N G, so ist auch M endlich und es gilt

(M/=) = (HNnG)/=) = (H/=)N(G/=) = (G/=)

In diesem Satz kann auch k = 0 gelten, also kénnte es noch den Fall geben, daf} es zwar untere
Schranken (Generalisierungen) zweier Worter gibt, aber die Menge der grofiten (spezifischsten)
unteren Schranken (Generalisierungen) leer ist.

Satz 7.5 (Existenz einer spezifischsten Generalisierung)

Fiir alle u,» € A gibt es eine spezifischste Generalisierung g.

Beweis: Sei G := {g € A | g ist Generalisierung von u und v} und W C V eine beliebige |uv|-
elementige Teilmenge der Variablen. Damit definiere nun H := Ulivol (Suv U VV)Z wie im letzten
Beweis. Angenommen G besidfie kein Maximum beziiglich ,,<“, so wére dies gleichbedeutend damit,
daB fiir alle g € G es ein ¢’ € G gibt, so dafl g < ¢’.? Da H endlich ist (siehe letzten Satz), ist H™*
nicht leer. Fiir u, v Z ¢ liegt 0.B.d.A z € V in H. Somit ist auch H™%" N G nicht leer.

Sei nun h € H™% N G. Nach der Annahme gibt es dann ein ¢ € G mit h < g. Lemma 7.7 liefert
wiederum ein ¢’ mit ¢’ € G, ¢ < ¢’ und |¢'| < |uv|. Dariiber hinaus kann nach einer Variablen-
umbenennung ¢’ aus H gewadhlt werden. Zusammengenommen ergibt das h < g < ¢, was einen
Widerspruch zur Maximalitidt von h darstellt. |

Nimmt man die beiden letzten Sétze zusammen, so ergibt dies die Hauptaussage dieses Kapitels:

Satz 7.6

Fiir alle u,» € A gibt es mindestens eine und héchstens endlich viele spezifischste
Generalisierungen modulo =.

Das nachfolgende Lemma ist dazu dquivalent, daff es zu jeder Generalisierung g zweier Worter u
und v, die linger ist als beide Wérter zusammen, eine Generalisierung ¢’ von u und v gibt, die eine
Instanz von g ist (oder anders ausgedriickt, die spezifischer ist als ¢) und dariiber hinaus héchstens
gleich lang ist wie u und » zusammen.

3,<“ soll dabei der nicht reflexive Teil von ,,<* sein. Es gilt also fiir zwei Worter u,v € At u < v & u <
v und u # v.
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Lemma 7.7
Zu allen u,v,g € A, o,7:V— A mit

o(g) = u, 7(g) = v undful + [v| <g|
gibt es ein ¢’ € A und eine Substitution §:V — A, so dafi:

sg)=g o(g') lg'| < lgl

Beweis: Sei g = g1...9)y mit g; € VUS fiir 1 <i <|g|. Definiere G :={1,...,|g|}, I:={i € G |
o(gi) = €} und J := {j € G| 7(g;) = €}. Das relative Komplement M einer Teilmenge M von G
sei definiert als M := {k € G | k ¢ M}. Damit gilt |I| = |u| und |J| = |v|, womit man nachrechnet:

InJl = |GI-[InJ| = |G|-[TulJ|
> |GI=([T|+|T]) = lgl = (Jul+]v])
> 0

Also ist INJ # @, und es gibt ein i € G, mit o(g;) = 7(g;) = €. Weiter definiere:

§(z) = {‘r y v Z g CreV

€, r=g;
g = 6(g9),
und damit sind die Behauptungen des Lemmas erfiillt. |

Man wundert sich vielleicht, dal ¢ und 7 auch die angleichenden Substitutionen fiir g’ sind. Dies
liegt daran, daf sich g und g’ genau darin unterscheiden, dafi in ¢’ alle Vorkommen von g; gestrichen
worden sind. Andererseits bilden 7 und o gerade g; auf € ab, und so verhalten sich die beiden bei
Anwendung auf g genau gleich wie bei Anwendung auf g’.

7.3 Ein ,,brute-force*-Algorithmus

Es folgt die Spezifikation eines Generalisierungsalgorithmus:

Eingabe: u,v€A.

Ausgabe: M := {g1,...,9x} C A, eine Menge von spezifischsten Generalisierungen
von u und v, mit g; # g; fiir i # j. Dabei soll es fiir alle weiteren spezifischsten
Generalisierungen h von u und v ein g € M geben, mit ¢ = h und |g| < |h|.

Im Beweis von Satz 7.4 in Verbindung mit Satz 7.6 konnte man folgende Beobachtung machen: Als
mogliche Kandidaten, die eine Generalisierung zweier gegebener Worter » und » sein kénnten, reicht
es aus, Représentanten der ,=“-Aquivalenzklassen kleinergleich als |uv| zu betrachten. Dariiber
hinaus geniigt es, diese aus einem endlichen Alphabet zu wihlen. Mit den Bezeichnungen aus dem
Beweis von Satz 7.4 beschriankt sich also die Suche auf die Woérter aus S, U W.
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Damit 148t sich nun ein erster Algorithmus zur Bestimmung der spezifischsten Generalisierung be-
schreiben: In einem ,,generate and test“-Verfahren durchlaufe man alle Worter w aus Sy, UW und
teste, ob w eine Generalisierung von u und v ist. Dieser Test 48t sich an Hand des Matchingal-
gorithmus aus Kapitel 6 durchfiithren. Es gilt ndmlich, daf} w eine Generalisierung von u und v
ist genau dann, wenn w sowohl ein Filter fiir u als auch fiir v ist. Unter diesen Generalisierungen
mufl man jetzt nur noch die Maxima beziiglich ,,<“ herausfiltern, die man wieder mit dem Mat-
chingalgorithmus durch paarweisen Vergleich findet. Dabei mufi man darauf achten, daf§ ,,<“ nicht
antisymmetrisch iiber A modulo Variablenumbenennung ist.  Deshalb sollte unter den semantisch
gleichen Wortern, die ja immer noch unter den Maxima vorhanden sein kénnten, eines bevorzugt
werden, wobei man am besten immer das kleinste auswéhlt.

( Set(A) ) Generalisierungen(u, v € A)

{
(Set(V) ) W with W| == |uv|;

(Set(A)) M := 0, H := L (Sus UW);

forall w in H do {
if ( match(u, w) && match(v, w) )
M = M U{w};
return M;

Abbildung 7.2: Auswahl aller relevanten Generalisierungen.

Eine Typdeklaration von Objekt zum Typ Typ wird als |( Typ ) Objekt | geschrieben und mit
( Set(A) ) M; | wird die Variable M als Teilmenge von A deklariert.

Die auflere Schleife im letzten Algorithmus von Abbildung 7.3 durchlduft bei einem Aufruf alle
aus der Prozedur ,,Generalisierung® in Abbildung 7.2 {ibernommenen potentiellen spezifischsten
Generalisierungen w aus H®P®Z. Jetzt versucht man paarweise alle anderen w’ aus H*P®* mit w zu
matchen und umgekehrt.

Gelingt der Match in beide Richtungen, d.h. sind beide Wérter semantisch gleich, wird das ldngere
oder ein beliebiges der beiden, wenn sie gleich lang sind, aus M, der Liste der Kandidaten fiir
spezifischste Generalisierungen, gestrichen. Gelingt der Match fiir ein bestimmtes w nicht, so bleibt
w erstmal als Kandidat erhalten. Hat sich bei diesem Test w’ als echter Filter fir w herausgestellt,
so kann auch w’ keine spezifischste Generalisierung mehr sein. Diese so gefundenen w’ werden in
der Variablen N aufgesammelt, um sie dann nach Durchlaufen der inneren Schleife aus der Menge
der moglichen Kandidaten zu entfernen.

Es bleibt noch der Fall, dafl die beiden Worter unvergleichbar beziiglich ,,<“ sind. Dann kann man
keinen Riickschluf} ziehen, und das néchste Paar wird betrachtet.

Die innere Schleife wird quadratisch oft in der Anzahl der aus der Prozedur ,,Generalisierung® {iber-
nommenen Wérter durchlaufen. Da aber schon in dieser Prozedur die Schleife |H|-mal ausgefiihrt
wird und |H| exponentionell mit |uv| wichst (vergleiche mit 7.4) ist bei diesem Algorithmus nur
mit einer sehr schlechten Komplexitit zu rechnen.?

1Es gilt zum Beispiel # < xy und zy < z, aber z geht nicht durch Variablenumbenennung aus xy hervor.
5Das ,,worst-case“-Beispiel liefern zwei Worter « und v, die nur aus verschiedenen Variablen bestehen. Alle zu u
und v semantisch gleichen Wérter sind diejenigen, die nur aus Variablen bestehen und in denen eine Variable nur
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( Set(A) ) spezifischste_Generalisierungen (u, v € A)

{
( Set(A) ) M = H*P** = Generalisierung(u, v);

while H*P** £ () do {
choose w € H;
Hspez — Hspez\{w};

(Set(A) ) N := 0
forall v’ in H**** do {
if ( match(w’, w) && not ( match(w, w') && |w| < |w'|))

M = M\{w};
elseif ( match(w, w') ) {
N := NU{w'};

M = M\{uw'};

};
b
FIspez . — Hspez\N;
};

return M;

Abbildung 7.3: Auswahl aller relevanten spezifischsten Generalisierungen.

7.4 Anzahl epsilonfreier Generalisierungen ist endlich

Betrachtet man den Beweis fiir die endliche Anzahl spezifischster Generalisierungen von Satz 7.4
genauer, so stellt man fest, dafl er nicht auf allgemeine Generalisierungen iibertragbar ist. Der Grund
dafiir liegt in dem kombinatorischen LLemma, das nur die Lénge von spezifischsten Generalisierungen
einschrénkt, aber nichts iiber die Ldnge von anderen Generalisierungen aussagt. Dies ist auch nicht
moglich, wie folgendes Beispiel zeigt: Sei V = {x1, 29, 23,... } mit #; Z z; fiir i # j, dann konstruiere
die Folge (w;) € AN von Wartern induktiv durch die Gleichung;:

w, =T, T
L1
T1T223

1Ly Tp

Durch die spezielle Konstruktion sind alle w; schon in Normalform, es 148t sich ndmlich keine
Zerlegung der Variablen {z1,...,2z,} angeben, die den Bedingungen aus Definition 3.12 geniigen
wiirde. Da die w; alle unterschiedlich lang sind, kénnen sie auch nicht durch Variablenumbenennung
auseinander hervorgehen und sind deshalb alle semantisch verschieden. Auf der anderen Seite gilt
{z1/€,...,xn/€, xnr1/atwny1 = aa fiir eine feste Konstante a € §. Damit ist gezeigt, daf} es im

einmal vorkommt. Diese sind auch zugleich alle Generalisierungen der beiden Wérter. Mit der Einschrankung auf H
gibt es fiir die Auswahl der Variablen, die nur einmal vorkommt, genau n := |uv| M&glichkeiten. Zur Lénge 7 kénnen
nun auf (n—1)~! Arten die restlichen : — 1 Variablen gew#hlt werden. Eine weiterer Faktor : kommt fiir die Wahl der
Position der einzelnen Variable hinzu. Insgesamt liefert die Prozedur ,,Generalisierung® also n - Z:;_ll i-(n=1)"1 =

Q ((n — 1)™) Generalisierungen von « und v.
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allgemeinen modulo ,,=% unendlich viele Filter eines Wortes gibt und somit auch unendlich viele
Generalisierungen® zweier Worter:

Lemma 7.8

“

Zu einem Wort mit Variablen gibt es modulo ,,=* im allgemeinen eine unendliche Menge

paarweise nicht vergleichbarer Filter, die beliebig lang sind.

Was bei diesem Beispiel auffallt ist, daff bei den Substitutionen beidesmal die gleichen Variablen
durch e ersetzt werden, um aa bzw. bb zu erhalten. Betrachtet man eine Generalisierung als Ver-
schmelzung der Information, die in beiden Wortern steckt, tragen solche Variablen nichts zum
Informationsgewinn durch Generalisieren bei. Beschrdnkt man sich auf Generalisierungen, zu de-
nen es Substitutionen gibt, bei denen das nicht auftritt, so kann man die Endlichkeit wieder retten.

Definition 7.9 (Epsilonfreie Generalisierung)

Zu zwei Wortern u,v € A heifle g eine epsilonfreie Generalisierung von u und v genau
dann, wenn es Subsstitutionen o, 7:V— A gibt, so dafl o(g) = » und 7(g) = v und fiir
alle € V, entweder o(x) £ € oder 7(x) Z € ({o(z), 7(x)} # {€}).

Das im folgenden beschriebene Verfahren zur Aufzédhlung aller epsilonfreien Generalisierungen be-
steht aus zwei Phasen. In der ersten Phase werden zun&chst alle linearen epsilonfreien Genera-
lisierungen erzeugt, in denen jede Variable nur einmal vorkommt. In der zweiten Phase werden
zusétzlich zu den bisher erzeugten Generalisierungen ¢ alle Generalisierungen hinzugenommen, die
aus Unifikation zweier Variablen aus V', entstehen.

Definition 7.10 (Lineare Wérter)

Ein Wort w € A heifit linear genau dann, wenn fiir alle z € V,, gilt: #(z, w) = 1.

Der Terminus linear spielt zum Beispiel in [StEk93] eine wichtige Rolle. Dort heifit ein Term ¢ linear
genau dann, wenn jede Variable in £ nur einmal vorkommt.

Lemma 7.11

Zu jedem w € A gibt es ein lineares Wort w’ € A und eine Substitution o:V— A, so daf}
o(w') = w, wobei 0: V=V, gilt.

Beweis: Sei w = wy - wy. Falls w; € V, dann setze w} := z;, und o(z;) := w;. Im anderen Fall
setze w; := w; und o(w;) := w;. Dabei sei {z1,22,... } CV, wobei 2; Z z; fii i £ j. [ |
Dieses Lemma liefert das fiir den folgenden Algorithmus wichtige Argument, dafl es ausreicht, alle

linearen epsilonfreien Generalisierungen zu finden. Mogliche weitere nichtlineare epsilonfreie Ge-
neralisierungen lassen sich dann durch Unifikation von Variablen der linearen Generalisierungen

8Die w; sind Generalisierungen der Wérter aa und bb.



KAPITEL 7. GENERALISIERUNG 62

finden, wobei nach der Unifikation noch getestet werden muf}, ob das so erhaltene Wort tatséchlich
eine Generalisierung ist”. Dieser Test 1i8t sich wie beim Generalisierungsalgorithmus des vorherge-
henden Kapitels mittels des Filter-Algorithmus durchfiihren.

Um den Notationsaufwand zu reduzieren, gelte 0.B.d.A. {z1, x5, z3,... } CV, wobei die z; paarweise
verschieden sind, und fiir Wérter u und v, fiir die eine Generalisierung g gefunden werden soll, gelte
(VuUVy)N{z1, 29,... } =B und V, C {21, 23, ... }. Mit anderen Worten, es werden neue Variablen
{x1, z2, ...} eingefiihrt, die nicht in den Wortern vorkommen, fiir die eine Generalisierung gefunden
werden soll, und zusétzlich verlangt man, daf§ die Generalisierungen nur neue Variablen enthalten.

Das oben erwdhnte Verfahren, das nun vorgestellt werden soll, basiert wie die Algorithmen fiir die
Unifikation und das Matching auf dem Automatenprinzip. Wie bei diesen Automaten bestehen die
Zusténde auch hier wieder aus (diesmal geordneten) Paaren von Wértern mit Variablen. Wahrend
der Akzeption eines Wortes mufi man hier zwei Substitutionen generieren, was zusammen mit einem
technischen Kniff zu einer Beschriftung der Zustandsiibergéinge mit drei Labels fiihrt. Der technische
Kniff besteht darin, den gesamten Indeterminismus in den Graphen des Automaten zu verlegen und
aus der Definition der akzeptierten Sprache herauszunehmen. So erreicht man, daf§ ein Pfad vom
Startknoten zum Finalzustand genau eine Generalisierung mit den zwei dazugehdrenden Substitu-
tionen beschreibt. Dieses Problem des Indeterminismus tritt dann auf, wenn die beiden Worter mit
demselben Préfix beginnen. Nun kann eine Generalisierung einmal genau dasselbe Préfix besitzen,
oder an dieser Stelle steht in der Generalisierung eine Variable®. Wollte man die neue Variable an
diesem Zustandsiibergang definieren, so miifite man sich merken, wieviele Variablen schon erzeugt
wurden. Diese globale Information kann einmal nicht eindeutig definiert sein und wenn doch, dann
148t sie sich nur aus dem gesamten Zustandsiibergangsgraphen ablesen. Fiir einen festen Pfad durch
den Graphen, kann man diese Anzahl eindeutig bestimmen, und so sollte die Namensgebung der
neuen Variablen in der Definition der akzeptierten Sprache vorgenommen werden.

Hier besteht nur die Méglichkeit die Zustandsiiberginge danach zu unterscheiden, ob eine neue
Variable generiert werden soll, oder nicht.

Definition 7.12 (Zustandsiibergangsfunktion)
Zu c,d,r, s € A, {c,d} # {e} definiere die Relation — C A% x A x A% durch:

(er,ds) Ld> (r,s) (kiirzer auch (cr,ds) — (r,s) )
(eryes) = (r,s) (kiirzer auch (er,es) == (r,s) ),

wobei im zweiten Fall ¢ Z € vorausgesetzt wird.

Steht also tiber dem Pfeil ein € so wird eine neue Variable erzeugt. Im anderen Fall steht {iber dem
Pfeil das gemeinsame Préfix der beiden Woérter, das in die Generalisierung {ibernommen werden
soll.

Die Voraussetzung ¢ Z € kénnte man auch fallen lassen, wiirde sich damit aber beliebig lange Pfade
im Automaten einhandeln, da solche Ubergénge mit ¢ = ¢ einen Zustandsiibergang von einem
Zustand zu sich selbst erlauben wiirden, und so insbesondere der Graph nicht mehr zyklenfrei wire.

7Ist man nur an epsilonfreien Generalisierungen interessiert, so mufi man sogar auch noch die Epsilonfreiheit testen,
wie folgendes Beispiel zeigt. Mit den Substitutionen {z1 /a, z2 /e, z3 /e, x4 /a} und {z1 /e, z2/a,z3 /a, x4 [€e} erweist sich
das Wort x1 222324 als eine epsilonfreie lineare Generalisierung von aa und wenn man in den Substitutionen a durch
b ersetzt genau so von bb. Eine Instanz von zjzsz3z4, die durch Unifikation von zg und z4 mit z; entsteht, ist
z1x2x121. Dies ist zwar immer noch eine Generalisierung von aa und bb, aber keine epsilonfreie mehr, da z; in
beiden Fillen durch e ersetzt werden muf3.

8Hier werden nicht nur spezifischste Generalisierungen gesucht.
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Abbildung 7.4: Dieser Automat akzeptiert alle linearen epsilonfreien Generalisierungen der Worter
ab und ba. Dabei werden die Abkiirzungen aus der Definition von ,—% beniitzt. D.h. ist ein Pfeil
mit keinem Wort beschriftet, so wird eine neue Variable erzeugt, und implizit in den angleichenden
Substitutionen diese Variable durch die weggestrichenen Préfixe ersetzt. Ansonsten wird der Pfeil
mit einem gemeinsamen Préfix der beiden Wérter beschriftet und dieses wird in die Generalisierung
iibernommen. Bei diesem Automaten ist letzteres nur an zwei Stellen der Fall, ndmlich dort wo die
gemeinsamen Buchstaben a und b in die Generalisierung {ibernommen werden. Man beachte noch,
dafl die Zustandiibergangsfunktion transitiv abgeschlossen ist.

Definition 7.13 (Akzeptierte Sprache)

. 1 1 I . .
Sei nun (ug,vo) —> (u1,v1) —> -+ — (un,vn), so sei fiir 0 < i < n:
T ocr1,dr " ca,da Cnydn ’
oo = To := id wg = €
z; falls ¢; = ¢

b, = ! ' w; = w;_1b;

k ¢; sonst k =17
g; = {:L‘i/ci}oO'i_l T = {:L‘i/di}on_l

Damit schreibe nun (ug, vo) === (n, vn) und |=| = n.

OnyTn

Die Definition der oy, 7, und von w,, erfolgt strikt von links nach rechts und so folgt unmittelbar
folgendes Lemma:

Lemma 7.14 (u,v) = (r,s) impliziert (uu',vv') == (ru/, sv’)

o,T o,T




KAPITEL 7. GENERALISIERUNG 64

Satz 7.15 (u,v) => (r,s) impliziert o(w)r = u, T(w)s = v
)52 . . .

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion iiber das n aus Definition 7.13 gefiihrt. ITm Induktions-
anfang bei n = 0 ist nichts zu zeigen und es gelte die Behauptung nun fiir n — 1 > 0. Als erstes hat
man:
(UOaUO) “’£1> (un—lavn—l) i) (unavn)
On—1:Tn—1 Cnydn
Die Definition von oy, 7, und b, ergibt immer o, (b,) = ¢, und 7,(bn) = dp, womit man fiir o,
nachrechnet:

On (Wn)tn = On(Wn_1bp )tp = on(wWno1)on(bn)un
= Gn—l(wn—l)cnun = an—l(wn—l)un—l
Ind.-Beh.
= Uo
Analog geht der Beweis fiir 7,. |

Durch Einsetzen von (¢, ¢€) fiir (r, s) erhédlt man dann:

Korollar 7.16 (Korrektheit)

Fiir alle u,v € A folgt aus (u,v) = (¢, ¢), daB w eine epsilonfreie Generalisierung von u
o,T

und v ist, mit angleichenden Substitutionen o und r.

Beweis: Bei der Definition der o, und 7, wurde immer vorausgesetzt, dafl entweder ¢, Z ¢ oder
dy,, # €. Somit kann keine Variable gleichzeitig von o, und 7, auf € abgebildet werden. |

Satz 7.17 (Vollstindigkeit)

Sei g eine lineare, epsilonfreie Generalisierung von w und v, wobei u,v,g €

(V\{z1,z2,23,... } US)*. Die angleichenden Substitutionen seien ¢ bzw. 7, so daf} fiir

alle z € V, gilt: {o(z), 7(x)} # {€}. Dann gibt es eine Variablenumbenennung 7:V—V
auf Vg, Substitutionen o', 7':V— A, so dafl gilt:

(u,v)% (e,€), d'omly =0, Tomly =" (7.1)

/ ' / 9 9 /

o',1

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt durch Induktion {iber die Linge von g. Dabei wird zusitzlich
gezeigt, dafl

™ |v\ng id (72)
ITm Induktionsanfang ist ¢ = u = v = € und nach Definition 7.13 gilt (¢, €) % (€,€).
id,i

Sei also nun |g| > 0. Die Voraussetzung {o(z),7(x)} # {¢} fiir alle z € V, ergibt ¢ = hb, mit
be SUV, h € A und o(b) oder 7(b) ungleich e. Dann gibt es auch r, s,¢,d € A mit

rce=u, sd=v, o(h) =r, 7(h) =s, o(b) =¢, 7(b) =d.



KAPITEL 7. GENERALISIERUNG 65

Damit erweist sich h als lineare epsilonfreie Generalisierung von r und s und die Induktionsbe-
hauptung 148t sich anwenden. Dies ergibt die Existenz von Substitutionen p,v:V— A und einer
Variablenumbenennung p:V —V auf V}, so daf

(r,s) % (€,€), n:=|=|+1 und p |v\th id (7.3)

Vor allem sind aber po p und v o p auf V}, identisch mit o und 7:

poply =0, verly =7 (7.4)
Das Lemma 7.14 ergibt dann ‘
(u,v) = (rc, sd) % (¢, d).
[1d

Mit o' := {zn/c} o p, 7' := {2, /d} o v und b,, aus Definition 7.13 erhilt man:

(u, ) % (€,€) (7.5)

o',1!
Fiir den Rest werden zwel Félle unterschieden:

Im ersten Fall ibernimmt die Generalisierung den letzten Buchstaben von u und v, es gilt also:
o(b) = 7(b) = b = ¢ = d. Setze nun 7 := p (w(b) = p(b) = b). Da g linear ist, folgt b ¢ V}p, und
somit auch b € Vz(n) 2 Vy(n)- Auf Vj, erbt m die Injektivitiat von p, und mit dem letzten Argument
erweist 7 als injektiv auf ganz V,. Nun ist 7(g) = p(g), und z, tritt in den betrachteten Wortern
nirgends auf, woraus sich die Giiltigkeit der beiden rechten Gleichungen in (7.1) ergibt.

Im zweiten Fall ist der letzte Buchstabe von w und v verschieden und es gilt o(b) = ¢ # d = 7(b).
Offensichtlich muff dann b € V liegen und es gilt b, = x,,. Definiere nun

T |V\{b}:E p, wb): =z, (7.6)

Aus der Definition 7.13 folgt x,, & Vr(n). Damit gilt fiir alle y € Vi: 7(y) # =, = 7(b). Nach
Definition ist m schon eine Variablenumbenennung auf V) und mit dem letzten Resultat dann sogar

auf V.

Jetzt fehlt noch die Giiltigkeit der rechten beiden Gleichungen aus (7.1), wobei aus Symmetrie-
griinden nur die erste nachgerechnet wird:

/ — (7.6) (74) —
ocomly ={za/ctopomly = {zafctopoply = {z4/ctoo]y =0y, (7.7)
Die letzte Gleichheit in (7.7) gilt, da 2, & Vo(n) C Vo(g) = Vu- Wegen Vg = V)j, U {b} mufi nur noch
die Gleichheit auf b gezeigt werden:

(0" o 1)(B) = ({2a/c} o o T)(B) = {2a/c} (u(2a)) = {20/} (22) = ¢ = 0 (D)

In Beiden Fillen gilt |V\V =p |V\V = id, womit auch noch der Zusatz (7.2) erfiillt ist. Weiter
g g
ist beidesmal 7(g) = p(h)7(b) = p(h)b,, womit sich (7.5) in den linken Teil von (7.1) verwandelt. Bl

Die Menge der Zustinde eines solchen Automaten ist endlich. Auch gibt es keine Zyklen, da ein
Wort des Paares eines Zustandes bei einem Zustandiibergang um ein Prifix gekiirzt wird. Damit
ist auch die Menge der Pfade durch den Zustandsiibergangsgraphen des Automaten endlich und es
gibt eine Surjektion von ihr auf die Menge aller epsilonfreien, linearen Generalisierungen modulo
»=%, wie der letzte Satz zeigt. In Kombination mit Lemma 7.11 und der Beobachtung, daf} es nur
endlich viele Variablenunifikationen® iiber einer endlichen Variablenmenge gibt, beweist dies den

Kernsatz dieses Abschnittes:

%Fine Substitution o:V — A heiBe eine Variablensubstitution genau dann, wenn o:V — V.
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Satz 7.18

«

Die Menge der epsilonfreien Generalisieungen modulo ,,=% von zwei Wortern ist endlich.

Das in diesem Abschnitt beschriebene Verfahren zur Aufzdhlung aller epsilonfreien Generalisierung
sollte im Wesentlichen nur die Endlichkeit der Lésungsmenge zeigen. Dariiberhinaus kann es aber die
Prozedur ,,Generalisierungen® im Algorithmus zur Bestimmung der spezifischsten Generalisierungen
ersetzen, denn:

Lemma 7.19

Zu jeder spezifischsten Generalisierung ¢ € A zweier Worter u,v € A gibt es eine
epsilonfreie spezifischste Generalisierung h € A von w und v mit g = h.

Beweis: Wihle h als eine beliebige Normalform von g. Dann gilt h = ¢ und A ist auch eine
spezifischste Generalisierung von u und ». Wére nun h nicht epsilonfrei, so gébe es o, 7:V— A und
eine Variable 2 € V;, so daf} gilt:

oh)=wu, 7(h) =vund o(z) = 7(z) = ¢
Definiere nun b’ := {z/e}(h), dann gilt
{z/e}(h), g

o({z/c}(h))
T({z/c}(h))

Damit ist auch h’ eine Generalisierung von u und v, und es gilt h # h’, da h eine Normalform ist.
Dies ergibt eine Widerspruch dazu, dafl h eine spezifischste Generalisierung ist. |

u

o (h)
(h)

v



Ausblick

Die Beispiele in der Arbeit haben gezeigt, dafl die Struktur von Wortern mit Variablen, wenn
man sie unter dem Gesichtspunkt der semantischen Gleicheit betrachtet, unerwartet komplex ist.
Daraufhin wurden zwei Normalisierungen eingefiihrt, mit denen sich die Gleichheit entscheiden
lieB. Bei der zweiten Normalisierung ,,>“ fehlt einmal ein effizienter Algorithmus, der eine beste
Zerlegung bestimmt, und zweitens ist noch nicht klar, ob eine Reduktion mit ,,>¢*“ immer sofort zu
einer Normalform fiihrt.

Im Kapitel 4, tiber die Grofite Gemeinsame Teilfolge zweier Worter ohne Variablen, wurde ein
neuer Zugang zu diesem Thema vorgestellt. Die Komplexitidt der dort behandelten Algorithmen
muf} auch noch nédher bestimmt werden. Dariiberhinaus ergeben sich vielleicht auch noch praktische
Anwendungen fiir die kleinste gemeinsame Oberfolge zweier Wérter.

Was die Unifikation von Wérten mit Variablen betrifft, sind noch am meisten Fragen offen. Die
brennendste Frage ist wohl, ob die Losungsmenge eines Unifikationsproblem immer regulér ist,
und, wenn ja, wie sich der entsprechende endliche Automat erzeugen 148t. Im anderen Fall, wenn
es auch Unifikationsprobleme mit nichtregulidrer Losungsmenge gibt, steht noch die Klassifizierung
von Unifikationsproblemen nach der Regularitit ihrer Losungsmenge aus.

Die Komplexitédtsanalyse des Matching-Algorithmus brachte auch nur eine schlechte obere Schranke.
Dies gilt ebenfalls fiir die beiden vorgestellten Verfahren zur Erzeugung von spezifischsten Genera-
lisierungen.
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Anhang A

Verschiedene Hilfssatze

A.1 Regulare Ausdriicke

Grundsitzlich sei hier verwiesen auf [ASU88| oder [Perr90] Hier werden regulidre Ausdriicke mit
ihrer Expansion, das heiffit mit der Menge der Worter, die sie beschreiben, gleichgesetzt. Auf diesen
Mengen von Wortern werden folgende Operatoren definiert:

Definition A.1 (Syntax fiir Reguldre Operatoren)
Seien A, B Regulédre Ausdriicke, so sind es auch:

1. A-B:= AB:={ab|a € A,bc B}

2. A|B:=AUB

3. A i ={a1---ar | k> 0,a; € A}

4. At = A(A*)

A.2 Transitiver Abschluf}

Definition A.2

Auf der Menge der bindren Relationen A x A iiber einer festen Menge A, definiere den
transitiven AbschluBoperator Tr auf einem R C Ax A wie folgt:

Tr:(AxA) > (AxA), mit
(a,b) € Tr(R)
gdw.
k> 1, a1,...,ax € A, mit (a;,a;41) € Ax A,
furi=1,....,k—1, und a1y = a, a; = b.

Diesen Operator Abschlufioperator zu nennen, wird durch folgendes Lemma gerechtfertigt.

68
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‘ Lemma A.3 Tr ist monoton und idempotent.

Beweis:

(A) Tr monoton: Seien R,S C Ax A, und zusétzlich gelte R C S. Weiter seien rq,...,r, € A
mit (r;,r;41) € R fiir ¢ = 1,...,k — 1, also (ro,7s) € R. Die Voraussetzung liefert auch
(riyrit1) € S und somit auch (rg,rg) € S, womit Tr(R) C Tr(S) folgt.

(B) Tr idempotent: Fiir R C Ax A folgt nach Definition A.2 R C Tr(R) und damit natiirlich erst
recht Tr(R) C Tr(Tr(R)). Fiir die umgekehrte Inklusion sei (a, b) € Tr(Tr(R)) beliebig. Damit
gibteseinl > 1, a = a1,a2,...,ar = b € A, mit (ai,a;41) € Tr(R), fiir 1 < i < [. Eine weitere
Anwendung von A.2 ergibt die Existenz von ki,...,k—_1 € IN, alle > 1,

a1, G1,2y «-.5 Q1k ai,1 = a1, Qarg, =0z

a1 22, «.., A2k a1 = a2 a1,k = das
IR 449 b W R2 E A , 3 9 K2 ,

Al—1,1, A1 —1,25 -3 Q1) aj_1,1 = aj—1,01—1,k;_, = Q]

so daff fiir alle 1 < i <1, 1 <j <k (a,a;;41) € R. Woraus sich insgesamt (a,b) =
(a1, a;) € Tr(R) erschlieBen l4fit.

|
Lemma A.4 R CTr(S)
=
Zu R,S C Ax A gilt: Tr(R) C Tr(S)
Beweis: Mit A.3 erhilt man:
R g TF(S) Monotonie, TF(R) g T (TF(S)) Idempotenz TF(R) g TF(S)
|

A.3 Injektive Erweiterung einer Abbildung

Satz A.5

Sei f: M’ — M eine injektive Abbildung von M’ C M nach M und M’ sei endlich. Dann
gibt es eine injektive Erweiterung von g: M — M von M nach M, also g(m') = f(m’) fiir
alle m’ € M’ und g ist injektiv.

Beweis: O.b.d.A. gelte f(m) = m fiir m ¢ M'. Fiir m € f(M') definiere i:f(M') U M'— M’ durch

i(m) = { Hm) - falls m € (M) e e (M7 U M, (A1)

Tl m sonst

Dies ist wohldefiniert, da f injektiv auf M ist und somit f='(m) einelementig fiir alle m € f(M’).
Wegen der Endlichkeit von M’ gibt es zu jedem m € f(M') ein minimales p € IN und dazu in
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T "

mq_l mp = mq mp_l

Abbildung A.1: Beispiel zum Fall p # q im Beweis zur Erweiterung einer injektiven Abbildung. Die
Pfeile entsprechen der Beziehung m + f(m). Dabei wird angenommen, daf p > 0 gilt, und zu einem

Widerspruch gefiihrt.

Abhéngigkeit von p ein minimales ¢ € IN, so daB§ i?(m) = i¢(m). Falls p # ¢, so ist p = 0 und
deshalb m € M'. Denn sonst ist mit m, := i"(m) einmal m, € M’, i(my_1) = m, als auch
i(mp_1) = m, (p > 0). Da ¢ minimal gewéhlt wurde, ist m,_q # my_1, was im Widerspruch zur
Wohldefiniertheit von f steht. Dies bedeutet andererseits fiir alle m € f(M')\M’, daB es ein p € IN
gibt mit i#(m) = iP*"(m) fiir alle n € IN. Im Sinne obiger Schreibweise definiere in diesem Fall

Meo 1= iP(m)." Damit sei nun

f(m) falls m € M’
g(m) := ¢ my falls m e f(M')\M’ , fiir alle m € M.
m  fallsme M\ (f(M')U M')

g ist offensichtlich eine Erweiterung von f. Es bleibt noch zu zeigen, dafl g auch injektiv auf ganz M
ist. Dazu seien z,y € M beliebig gewidhlt. Fiir z,y € M’ ist nichts zu zeigen. Wenn nun nur z € M/,
so bleiben zwei Fille. Einmal sei y € M\ (f(M') U M'), woraus sofort g(y) = y # f(z) = g(z) folgt.
Im anderen Fall ist y € f(M')\M’ und g(y) = yYoo. Aus der Definition von i und yo, folgt, dafl es
kein m € M’ gibt, mit f(m) = yoo. Somit gilt g(z) = f(z) # Yoo = g(y)- Da auch i injektiv ist, gilt

g(z) = 2o =Yoo = g(y) & z =y, fiir alle z,y € f(M')\M’

Fir z,y € M\ (f(M') U M') folgt trivialerweise aus g(z) = g(y) nach Definition = y. Es bleibt
also noch der Fall z € M\ (f(M')UM') und y € f(M')\M'. Hier gilt aber g(z) = « ¢ M’ und
g(y) = Yoo € M'. Also ist auch g injektiv. [ |

Die Existenzaussage dieses Beweises 1488t sich auch einfacher zeigen, indem man die Méchtigkeit der
Mengen M\ M’ und M\f(M') betrachtet. Da M’ endlich ist und f injektiv, besitzen diese die gleiche
Michtigkeit, und es gibt eine injektive Abbildung von der einen Menge in die andere. g 148t sich
nun einfach aus diesen kombinieren, da deren Domain und Co-Domain jeweils disjunkt liegen.? Der
Vorteil des ersten Beweises liegt aber darin, daf sich aus ihm ein konstruktives Verfahren ableiten
148t, um die injektive Erweiterung zu berechnen.

A.4 Ein Induktionsschema iiber zwei Parameter

Im Kapitel 5 {iber Unifikation zweier Worter wurde im Beweis zu Satz 5.9 ein komplizierteres
Induktionsschema verwendet, das hier etwas genauer betrachtet werden soll.

Hier wurde bewufit auf die Minimalitit von p keinen Wert gelegt. Obwohl nun p auf mehrere Arten gewihlt
werden kann, bleibt die Definition von m, dennoch eindeutig.

2 Als Beispiel fiir die Notwendigkeit der Endlichkeitsvoraussetzung betrachte zum Beispiel die Funktion h:IN— N,
mit h(2n) := n fiir alle n € IN. Sie ist zwar injektiv, kann aber nicht injektiv auf ganz IN fortgesetzt werden, da der
Co-Domain von h schon ganz IN umfafit.
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Satz A.6

Sei U eine beliebige Menge (Universum von Objekten) und A ein Pradikat iiber U. Weiter
seien zwei Funktionen f,g:U— IN gegeben und es gelte

Ve f(z) <n = A(z) ),
( f(z)=nAglx)<m — A(z) ) .
N (m,n) # (0,0) (A.2)

Ve ( f(z)<nAgz)<m — Az) )

Ve f(z2)=0Ag(z)=0 — A(z) (A.3)

dann gilt Vo A(x).

Beweis: Pridikatenlogische Umformungen fithren (A.2) in folgende Form {iber:

Jz f(z) < nAg(z) <mA-A(z)
= (A.4)
Jz (f(z) <nV (f(z) =nAg(z) < m)) A-A

Angenommen der Satz wiirde nicht gelten. Die Voraussetzungen seien also erfiillt, aber die Konklusio
sei falsch, dann gibt es eine Teilmenge V von U, so dal U # § und fiir alle z € V gilt = A(z).
Das Induktionsaxiom fiir die natiirlichen Zahlen besagt, daf} jede nichtleere Teilmenge von IN ein
Minimum besitzt. Deshalb besitzt f(V) ein Minimum n, und es gibt eine nichtleere Teilmenge W
von V mit f(W) = {n}. Dasselbe Argument auf g(W) angewendet, liefert ein Minimum m von
g(W). Damit hat man ein y € U gefunden mit f(y) = n, g(y) = m und ~A(y).

Falls (m,n) = (0,0), so ergibt das einen Widerspruch zu (A.3). Andernfalls kann man (A4.4) an-
wenden und bekommt ein 2 € U mit ~.A(z), d.h. z € V. Das ,,Oder“ aus der Konklusio von (A4.4)
aufgelost ergibt zwei Félle. Einmal ist f(z) < n, im Widerspruch zur Minimalitidt von n. Oder es
ist f(z) = n, d.h. € W, und es gilt g(z) < m. Das fithrt zu einem Widerspruch zur Minimalitét
von m. ]

A.5 Anzahl gemeinsamer Teilfolgen wichst exponentiell

Satz A.7

Falls |S| > 1 ist, dann gibt es zu jedem Wort v € 8" in Abhéangigkeit von |u| im allge-
meinen exponentiell viele Teilfolgen g (g | u).

Beweis: Fiir den Beweis, daf} es eine exponentielle untere Schranke gibt, sei 0.B.d.A. § = {0, 1}.
Zu zeigen ist dann, daf} es fiir jedes hinreichend groBie n € IN ein u € {0, 1}" gibt, fiir das die Anzahl
der Teilfolgen von u grofler oder gleich ¢” ist, mit einem ¢ > 1.

Definiere u als (01)™, mit m := 3. Damit sind insbesondere alle g € {0, 1}*, mit |g| = m Teilfolgen
von u. Von diesen gibt es genau 2™ Stiick. Mit ¢ := /2 und 2™ = 2% = (/2)" = ¢" folgt, daB es
mindestens exponentiell viele Teilfolgen eines Wortes gibt.

Auf der anderen Seite stammt jeder Buchstabe einer Teilfolge ¢ von u von genau einer Position im

Wort u. Die Anzahl Méglichkeiten diese Positionen auszuwéhlen ist 2”7, und so gibt es héchstens 27
Teilfolgen von einem Wort u der Lénge n. |
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v |01§101 - Jo[1]
g [fafo] - J1]

Abbildung A.2: Beispiel zur Konstruktion der 2™ Teilfolgen im Beweis zur exponentiellen Anzahl
der Teilfolgen eines Wortes. Dabei sei |g| = %

A.6 Prologimplementierung der Unifikation

Dieser Abschnitt beschreibt eine Prologimplementierung des in Kapitel 5 vorgestellten Algorithmus.

Prolog wurde deshalb als Implementierungssprache gewéhlt, weil die beschriebenen Verfahren regel-
basiert sind. Die in Prolog eingebaute Tiefensuche 148t dann eine einfache Ubersetzung der Regeln
zu. Der verwendete Sprachdialekt ist KAP, ein am Institut fiir Logik, Komplexitdt und Dedukti-
onssysteme entwickeltes kompilierendes Prologsystem ([KAP91]).

Wérter werden dargestellt als Listen {iber Konstanten und Variablen. Somit ist das leere Wort die
leere Liste , [ 1%. Substitutionen bestehen aus Listen aus Paaren (Liste aus zwei Elementen) von
Variablen und der Liste, durch die die entsprechende Variable ersetzt wird. Als Konsistenzbedingung
wird zusétzlich gefordert, daf die einzelnen Variablen paarweise verschieden sind.

Der folgende Prologcode stellt nur einen Ausschnitt mit den wichtigsten Klauseln dar. Die Eingabe-
und Ausgabemodule wurden ganz weggelassen. Ebenso fehlt die Definition der Variablen- und
Konstantenreprisentation.

Das Préadikat delta/6 beschreibt genau einen Zustandsiibergang. Also etwas unscharf:

Sub
delta(U,V,C,Sub,R,S) gdw. (U, V) — (R,S)
. ) = .

Die SaW wird dann durch delta_star_plus/6 modelliert:

delta_hull_plus(U,V, W, Subs,R,S) gdw. (U,V) Sﬁ:% (R,S)

module unification.

export delta_hull_plus/6.
export delta/6.

from var_cons import is_var/1.
private apply_sub/4.

private apply_sub/3.

private apply_subs/3.

private apply_subs_on_sub/3.
private apply_subs_on_singleton/3.

private delta_not_symmetric/s.

body.
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% Anwendung von einer Substitution auf ein Wort
apply_sub([ 1,X,X).
apply_sub([X,R],V,W) :-
apply_sub(X,R,V,W).
apply_sub(_,_,[ 1,[ 1) := !.
apply_sub(X,R, [X|T01ld],TNew) :-
I
apply_sub(X,R,T014,T),
append(R,T,TNew) .
apply_sub(X,R, [H|T], [H| TNew]) :-
apply_sub(X,R,T,TNew) .

% Anwendung von Substitutionen auf ein Wort

apply_subs([ ],W,W).

apply_subs(_,[ 1,[ 1).

apply_subs(Subs, [H01d|T01d],TNew) :-
apply_subs_on_singleton(Subs,H01d,H),
apply_subs(Subs,T014,T),
append(H, T, TNew) .

% Anwendung von Substitutionen auf eine Konstante
apply_subs_on_singleton(_,[ 1,[ 1) :- !.
apply_subs_on_singleton([ 1,S,[S]).
apply_subs_on_singleton([[X,R]|_1,X,R) = !.
apply_subs_on_singleton([_|T],S,R) :-
apply_subs_on_singleton(T,S,R).

apply_subs_on_sub(Subs, [ ],Subs).
apply_subs_on_sub(Subs, [X,R], [[X,RNew] | SubsNew]) :-
apply_subs(Subs,R,RNew),
delete(Subs, [X,_],SubsNew).

% delta ist symmetrischer Abschluss von delta_not_symmetric
delta(U,V,C,Sub,R,S) :-

delta_not_symmetric(U,V,C,Sub,R,S).
delta(U,V,C,Sub,R,S) :-

delta_not_symmetric(V,U,C,Sub,S,R).

% (1) Vergleich:
% delta(cr,cs,c,{},r,s) if c<>[ ]

delta_not_symmetric([C|R],[C|S],C,[ 1,S,R).

% (2) Epsilon-Substitution:
% delta(Xr,s,[ 1,{X/[ 1},c{X/[ 1},s{X/[ 1} if is_var(X)

delta_not_symmetric([X|R],S,[ ],[X,[ ]],RNew,SNew) :-
is_var(X),
apply_sub(X,[ ]1,R,RNew),
apply_sub(X,[ 1,S,SNew).

% (3) Aufspaltung:
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% delta(Xr,cs,c,{X/cX}, [X|r{X/cX}], s{X/cX}) if is_var(X) & c<>X & C<>[ ]

delta_not_symmetric([X|R], [C|S],C, [X,[C,X]], [X|RNew] ,SNew) :-
is_var(X),
not (C=X),
apply_sub(X, [C,X],R,RNew),
apply_sub(X, [C,X],S,SNew) .

delta_hull_plus([ 1,0 1,0 1,01,01,[1) :-
1

delta_hull_plus(U,V,W,Subs,R,S) :-
delta(U,V,C,Sub,UNew,VNew),
delta_hull_plus(UNew,VNew,W0ld,Subs01d,R,S),
apply_subs_on_sub(Subs01ld, Sub,Subs),
apply_subs_on_singleton(Subs0ld,C,CNew),
append (CNew,W01d,W) .

end_module.

Ein dhnliches Programm wurde fiir das Matching geschrieben, das aber auf den gleichen Ideen
beruht und hier nicht mehr aufgefithrt werden soll.

A.7 Auflistung der verwendeten biniren Relationen

Es geht genauer um die bindren Relationen {iber Mon(V, §). Die in der Spalte mit der Beschriftung
»Definition* aufgefithrte Zahl ist die Seitenzahl der Definition der entsprechenden Relation.

| Syntax | Definition | Bedeutung |

= 8 Syntaktische Gleichheit

C 9 Substring Beziehung

< 9 u < v & uist kiirzer als v
< 10 Filter, Matching

= 10 Semantische Gleichheit

C 17 reflexives ,ist einfacher®

F 19 einfache Simplifikation

> 27 direkte Simplifikation
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